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VORBEMERKUNG. 



Ueber die Bestimmung des vorliegenden Lehrbuchs und 
über die Grundsätze, nach denen dasselbe ausgearbeitet worden 
ist, hat sich der Verfasser ausfuhrlich in dem zu Ostern 1879 
ausgegebenen Programm der Güstrower Realschule ausge- 
sprochen. Hier hätte derselbe nur zu bemerken, dass es dem 
Unterrichte vollkommen freisteht, das erste Kapitel der Lehre 
von den Kegelschnitten unmittelbar auf die Darstellung der 
Kollineationslehre folgen zu lassen, und dass die Einleitung mit 
ihren Erklärungen und Regeln nur gelegentlich nachgeschlagen, 
nicht aber im Zusammenhange vorweg durchgenommen zu 
werden braucht. 
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EINLEITUNG. 



J. l<V^t^ren bildende Eletnente sind: a, derPankt; &, die gerade 

Linie oder der Strahl. 

Eine krumme Linie kann man sich ebenso gut dnrch die, mit 
einer stetigen Fortschreitnng des Drehpunktes verbundene, Drehung 

einer geraden Linie, wie durch die Bewegung eines seine Richtung 

stetig ändernden Punktes entstanden denken. Die Gerade erscheint 

dabei in jeder Lage als eine Tangente der von ihr erzeugten oder, 

wie man sich auch ausdrückt, der von ihr eingehüllten Kurve. Und 

wenn man eine Tangente als eine gerade Linie betrachtet, welche 

zwei unendlich nahe Punkte einer Kurve verbindet,^ darf man ^ 

auch einen Punkt der Kurve als den Durchschnittspunkt zweier ^ 

unmittelbar auf einander folgenden Tangenten ansehen J 

Änm. Überall, wo es thunlich ist, werden wir eine Gerade durch 
einen kleinen, einen Punkt durch einen grossen BuchstÄben bezeichnen. 

Sind nun A und B zwei beliebige Punkte, so bezeichnen wir mit AB 
sowohl die durch diese Punkte gelegte unbegrenzte Gerade, wie die durch 
dieselben begrenzte Strecke. Ebenso verstehen wir unter ah bald den 
Durchschnitts- oder Schnittpunkt zweier Geraden a und &, bald einen 
der von diesen Geraden gebildeten Winkel. 

Unter AB — CD verstehen wir den Durchschnittspunkt der beiden 
Geraden AB und CD; unter ah — cd die Gerade, welche die beiden 
Punkte ab und cd verbindet. 

Endlich sei noch bemerkt, dass wir auch die Entfernung eines 
Punktes A von einer Geraden a durch einfache Zusammenstellung der 
beiden Buchstaben bezeichnen: Aa oder aA., 

11. Das einfache n^Eck und das einfache n^Seit Unter einem 
einfachen n-EcJc verstehen wir n beliebige, aber in einer bestimmten 
Ordnung auf einander folgende und eine in sich zurückkehrende 

Seeger, neuere Geometrie. 1 



2 Einleitung. 

Eeihe bildende Punkte. Jeder der n Punkte heisst eine Ecke, und 
jede Gerade, welche zwei auf einander folgende Ecken verbindet, 
eine Seite des n-Ecks. 

Ebenso verstehen wir unter einem einfachen n-Seit n beliebige, 
aber in einer bestimmten Ordnung auf einander folgende gerade 
Linien. Jede der n Geraden heisst eine Seite, und jeder Punkt, in 
welchem sich zwei auf einander folgende Seiten schneiden, eine Ecke 
des n-Seits. 

Das einfache n-Eck und das einfache n-Seit haben also jedes n Ecken 
und n Seiten, und die beiden Namen bezeichnen im Grunde eine und 
dieselbe Figur, nur dass man das eine mal ziierst die Ecken, das andere 
mal zuerst die Seiten ins Auge fasst. 

Ist n eine gerade Zahl, = 2p, so hat das n-Eck oder n-Seit p Paare 
einander gegenüberliegender Ecken und eben so viele Paare gegenüber- 
liegender Seiten. Die erste Ecke liegt der (p -\- 1)*®°, die zweite der 
(p -\- 2)^" gegenüber etc. 

Ist n ungerade , z=, 2 p -\- \ ^ so liegt jeder Ecke eine bestimmte 
Seite, und umgekehrt jeder Seite eine bestimmte Ecke gegenüber. Die 
erste Ecke liegt derjenigen Seite gegenüber, welche die (p -|- 1)*® Ecke mit 
der {p +• 2)*®"^ verbindet etc. 

IIL Das rollständige n-Eck und das vollständige n-Seit. Un- 
ter einem vollständigen n-Ecke verstehen wir ein beliebiges System von 
n Punkten (von denen keine drei in gerader Linie liegen). Jede 
Gerade, welche zwei dieser Punkte (oder Ecken) verbindet, heisst 
eine Seite des vollständigen n-Ecks. Das letztere enthält also 

— w (n — 1) Seiten. 

Unter einem vollständigen n-Seit verstehen wir ein beliebiges 
System von n geraden Linien (von denen keine drei einen gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkt haben). Jeder Punkt, in dem sich 
zwei dieser Geraden (oder Seiten) schneiden, heisst eine Ecke des 

1 

vollständigen w-Seits. Das letztere hat also — n (n — 1) Ecken. 

Jedes vollständige n-Eck enthält - (w — 1) (n — 2) . . 3. 2. 1 einfache 
w-Ecke, und jedes vollständige n-Seit ebenso viele einfache «-Seiten. 

IV, Das vollständige Viereck und das vollständige Vierseif, 
Bei jedem vollständigen Vierecke AB CD unterscheidet man drei 
Paare einander gegenüberliegender Seiten (oder Gegenseiten), Den 
Seiten AB, AC, AD liegen beziehungsweise die Seiten CD, BD, B C 
gegenüber. Die drei Punkte, in denen sich je zwei einander gegen- 
überliegende Seiten schneiden , werden die drei Diagonulpunktc des 
vollständigen Vierecks genannt. 
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Einleitung. 3 

Ebenso enthält ein vollständiges Vierseit drei Paare einander 
gegenüberliegender Ecken (oder drei Paare GegenecJcen). Jede der 
drei Geraden, welche zwei gegenüberliegende Ecken verbinden, 
heisst eine Diagonallinie oder Diagonale des Vierseits. 

F. Unendlich entfernte Elemente. Je zwei beliebige gerade Linien tAA OL^d^AjJLt 
schneiden sich in einem Punkte. Sind die Geraden einander parallel, 
so rückt der Schnittpunkt in unendliche Entfernung. Man darf] 
also^ nicht von ewei^ sondern nur von einem unendlich entfernten ( 
Punkte einer Geraden reden. 

Und, wie eine Gerade nur einen unendlich entfernten Punkt 
bat, so hat auch eine Ebene nur eine unendlich entfernte Gerade. 
Die letztere enthält , wie jede andere Linie , unendlich viele Punkte. 
Dreht sich ein Strahl um einen seiner Punkte, so schneidet er in 
jeder andern Lage die unendlich entfernte Gerade in einem andern 
Punkte. 

Anm, Wie zwei Gerade an ihrem Durchschnittspunkte zwei verschie- 
den grosse Winkel bilden, so begrenzen auch zwei Punkte auf ihrer 
Verbindungslinie eigentlich zwei verschiedene Strecken : eine endliche, und 1 /^\y 
e ine durch den unendlich entfernten Punk t hindurchgehende Strecke. Für / 
"gewöhn lieh verstehen wir aber unter einer Strecke AB die von den 
beiden Punkten A tind B begi'enzte endliche Strecke. 

VL Zeichenregel für Strecken, Beim Operieren mit Strecken 
kommt nicht bloss die absolute Länge jeder Strecke, sondern auch 
die gegenseitige Lage ihrer Endpunkte in Betracht. 

Eine jede Gerade enthält zwei einander entgegengesetzte 
Ricbtnngen. Die eine, gleichgültig welche, betrachten wir als die 
positive, die andere als die negative Richtung, und eine Strecke AB 
sehen wir nun als positiv oder negativ an, je nachdem der als An- 
fangs- oder erster Punkt SLVLÜreiendeVvLnktA sich in der betreffenden 
Geraden, nm an den Ort des zweiten oder Endpunkts B zu gelangen, 
sieb in positiver oder negativer Richtung fortbewegen mnss. 

Es ist hiemach allemal 

^J5 = — BA, oder: AB + BA = 0. 

Sind ferner A, B, C . . , beliebige Punkte einer geraden Linie, so ist 
immer 

AB -{- BC + CA^O, oder: AB -\- BC = AC, 

AB . CD = -- BA . CD — — AB ,DC — BA . D C, 

AB BA_ AB _BA 

CD ~ Ud ■" DC" D C 
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VII. Zeichenregel für Winkel. Jeder Strahl a wird durch 
einen beliebigen seiner Punkte in zwei Halbstrahlen ai und a^ ge- 
teilt. Von den letztern heisst jeder in Bezug auf den andern der 
supplementäre Halbstrahl. 

Dreht sich ein Halbstrahl um seinen Anfangspunkt, so kann 
solche Drehung in einem zwiefachen Sinne geschehen. Den einen 
Sinn, gleichgültig welchen, sehen wir als den positiven, den andern 
als den negativen an. Laufen nun von einem Punkte zwei Halb- 
strahlen Qi und bi aus, so verstehen wir unter dem Winkel ai {^i 
den ^ ho'^^ len, der von jenen Halbstrahlen gebildeten beiden Winkel, 
und wir betrachten diesen Winkel als positiv oder negativ, je nach- 
dem der erste oder Äi\fangss(Jienkel ar, um besagten Winkel zu be- 
schreiben, in positivem oder negativem Sinne gedreht werden muss. 

Anm, 1. Es ist hiemach allemal 

sin (tg, cotg) o^ &i == — sin {tg, cotg) 6^ aj 

und sind a^, bi, c^ . . . beliebige von demselben Anfangspunkte aus- 
-laufende Halbstrahlen, so ist immer 

sin Oi&i sin bi a^ sin a^ &i sin ft^ a^ 

sin Cidi sin Cidi sin d^Ci sin d-^^c^' 

tg ai bi ,tg Cidi == — tg ft, o^ . tg Cj d^ = etc. 

Anm. 2. Wenn der Durchschnittspunkt zweier Strahlen a und h 
den erstem in die beiden Halbstrahlen a^ und Og» den letztem in die 
Halbstrahlen bi und b^ teilt, so ist 

sin ctib-i = — sin a^bi = — sin Ui 62 == sin «2 h^ 
tg<hbi = tg a^bi = tg a^ &2 = tg a^ &2- 

Anm, 3. Zwei (nicht - parallele) Strahlen teilen die ganze Ebene in 
zwei Strahlenwinkelräume und vier Hälbstrahlenwinkelräume» 

Hält man die obige Bezeichnung fest, so ergänzen die Halbstrahlen - 
winkelräume Oj 6j und a^ b^ einander zu einem Strahlenwinkeli*aum. 

Anm. 4. Es wird sich bei den Sätzen und Aufgaben der neueren Geometrie 
nicht sowohl um das Vorzeichen einer einzelnen Strecke, eines einzelnen 
Sinus oder einer einzelnen Tangente, als vielmehr um das Vorzeichen des 
Verhältnisses oder des Produktes zweien' Strecken etc. handeln. Während 
nun bei zwei Strecken die Frage, ob sie gleiche oder entgegengesetzte 
Vorzeichen haben, nach der aufgestellten Regel nur dann entschieden 
werden kann, wenn beide Strecken in derselben Geraden liegen, ist es für 
die Anwendung der für Winkel gegebenen Zeichenregel, wenn nur beide 
Winkel in einer und derselben Ebene liegen, gleichgültig, ob ihre Scheitel 
zusammenfallen oder nicht. 

VIIL Exponent eines Punktes in Bezug auf zwei andere 
Punkte. Sind Ä und B irgend zwei, als feste oder Fixpunhte an- 
gesehene, Punkte einer geraden Linie, und ist M ein beliebiger 
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anderer Punkt dieser Geraden, so versteht man unter dem Ex- 
ponetUen des Punktes M in Bezug auf A und B das Verhältnis 
seiner Entfernungen von diesen beiden Punkten: 

AM 

bm' 

Der Punkt A gilt dabei als erster, B als zweiter Fixpunkt. 
Wollte man umgekehrt B zum ersten und A zum zweiten Punkt 
machen, so würde der Exponent einfach in seinen reciproken Wert 
übergehen. 

Der Exponent ist positiv oder negativ, je nachdem der Punkt 
M ausserhalb der beiden Punkte A und B oder zwischen denselben 
liegt. 

Sind A und B festgelegt und ist der Exponent des Punktes M 
(samt seinem Vorzeichen) Mgeben, so ist die Lage dieses Punktes 
unzweideutig bestimmt. 

Der Exponent kann jeden beliebigen Wert von — oo bis 4" ^ *ö" 
nehmen. 

AM ^, . 

Für •'s-Tür = ^j fällt M mit A zusammen, 
BM 

„ „ = — 1, ist 3f der Halbierungspunkt der Strecke AB^ 

„ „ = + 00, fällt M mit B zusammen, 

„ „ = -f- 1. ist iJf der unendlich entfernte Punkt der Geraden 

AB. 

IX. Exponent eines StraMes in Bezug auf zwei Halbst raMen. 
Sind «1 und hi zwei von einem Punkte auslaufende , als feste oder 
Fixschenkel anzusehende Halbstrahlen, und ist m ein beliebiger durch 
denselben Punkt gelegter Strahl, so verstehen wir unter dem Expo- 
nenten des Strahles m in Bezug auf die beiden Halbstrahlen ai und 

bi das Verhältnis 

sin tti m 

sin bi m 

d. h. das Verhältnis der. Sinus derjenigen beiden Winkel, welche 
ein beliebiger der in m enthaltenen beiden Halbstrahlen mit den 
Halbstrahlen Oi und b\ bildet. 

Dieser Exponent ist positiv oder negativ, je nachdem der Strahl 
m den zum Winkel «i bi gehörenden Nebenwinkel, oder den Winkel 
aibi selber durchsetzt. 

Anm. 1. Auch dieser Exponent kann jeden beliebigen Wert zwischen 
— 00 und + 00 annehmen, und die Lage des Strahles m ist unzwei- 
deutig bestimmt, sobald der Exponent mit seinem Vorzeichen gege- 
ben ist. 
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^.. sina^m ^ ^.,. 

Für -: — ~ — = 0, falJt m mit a, zusammen; 
stn Ol m * ' 

„ „ = + 00» ^ällt m mit h^ zusarameu; 

„ „ = — 1 , halbiert m den Winkel a^ h^ ; 

„ „ = -|- 1 1 halbiert w den zu «^ hi gehörenden Neben- 

winkel. 

Anm. 2. Denkt man sich zu aj und öj durch Verlängerung dieser 
Halbstrahlen über den Anfangspunkt hinaus die supplementären Halb> 
strahlen a2 und b^ konstruiert, so ist 

sin üi m sin 02 fn sin o^ m sin a^ ni 

sin &j w sin h^ m sin 63 m sin &2 wi ' 

d. h. das Vorzeichen (aber nicht der absolute Wert) des Exponenten 
ändert sich, wenn man für den einen, oder für den andern der festen 
Halbstrahlen a^ und bi den supplementären Halbstrahl substituiert. 
Nimmt man aber beide Substitutionen zu gleicher Zeit vor, so bleibt 
auch das Vorzeichen uugeändert. 

X, Zwei andere Exponenten, 1. Unter dem Expouenten eines 
Punktes M in Bezug auf zwei gegebene Gerade a und h verstehen 
wir das Verhältnis der Entfernungen des Punktes M von a und h: 

oM 

hM 

Dabei ist von den beiden durch a und h gebildeten Strahlen- 
winkelräumen der eine als der positive, der andere als der negative 
anzusehen, und der Exponent ist positiv oder negativ, je nachdem 
der Punkt M in dem ersteren oder in dem zweiten Räume sich be- 
findet. 

Ist der Exponent des Punktes M (mit seinem Vorzeichen) gegeben, 
so ist der geometrische Ort des Punktes eine bestimmte durch den Durch- 
schnittspunkt von a und b gehende gerade Linie. 

2. Unter dem Exponenten einer Geraden m in Bezug auf zwei 
gegebene Punkte A und B verstehen wir das Verhältnis der Ent- 
fernungen der Geraden m von A und B: • 

Am 
Bm' 

Der Wert desselben ist positiv oder negativ, je nachdem A und B 
auf derselben , oder auf entgegengesetzten Seiten der Geraden m 
liegen. 

Ist der Wert des Exponenten gegeben, so ist der geometrische Ort 
der Geraden m derjenige Punkt auf der Verbindungslinie AB, dessen 
Exponent in Bezug auf diese beiden Punkte den nämlichen Wert hat. 
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XL Zwei Doppeltheoreme vom Dreieck, Wir benutzen die im 
vorhergebenden eingeführten Aasdriicke und Regeln zur Hersetzung 
zweier Doppelsätze vom Dreieck (oder Dreiseit), von denen wenig- 
stens der erste später einige male zur Anwendung kommen wird. 

Erstes Doppeltheorem. Schneidet eine beliebige Gerade 
(Transversale) die Seiten fl, l>,c eines Dreiecks AB Gin den Punk- 
ten Ä\ B\ C, so ist das Produkt der drei ^^{{onenten dieser Punkte 
in Bezug auf die Eckenpaare BG, GAy^Bji^T positiven Einheit 
gleich : ^^ — >^ " 

BA! GB! . ^ 

= + 1. 





CA' AB' 
Verbindet man die drei Eckeu A^ B^ G des Dreiecks mit einem 
beliebigen Punkte der Ebene durch die drei Strahlen a\ h\ c\ so ist 
das Produkt der Exponenten dieser Strahlen in Bezug auf die Seiten- 
paare 5c, Cfl,(^^ der^gativen Einheit gleich, d. h. es ist: 

sin h a' sin ch' 
sin c o! sin a b' * 

wo a und 5 im ei^tBtf Exponenten die Haibstrahlen GB und CA 
bedeuten, etc. 

Beweis. Man überzeugt sich leicht, dass das Produkt der 
drei Exponenten im ersten Satze immer positiv, im zweiten 
immer negativ ist. Es braucht also nur noch gezeigt zu werden, 
dass der absolute Wert in jedem Falle = 1 ist. 

Ist nun t. in Fig. 1, m die Transversale, so ist, indem wir 
nur die absolute Grösse der betreffenden Strecken und Winkel 
in Betracht ziehen : 

Fig. 1. 





Aa 

Aß' 

BA' 
BC 

CB 
CA' 



sin m h 
sin mcl- 
sin m c 
sinma 

sin m a 
sinmb' 



Folglich etc. 

Ist 2. in Fig. 2, M der Durchschnittspunkt der Strahlen a', 

h' imd c', 

Fig. 2. 

A 




^h 
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so iflt 



sm acr 
sin ab' 



MB 
MC 



etc. 



Zweites Doppeltheorem. Wcdd man die Punkte, in denen 
die Seiten fl, &, c des Dreiecks ABC von einer beliebigen Transver- 
sale geschnitten werden, durch drei Strahlen a\ V, c' mit den Ecken 
Ay B, G verbindet, so ist das Produkt der Exponenten dieser Strahlen 
'in Bezug auf die drei Seitenpaare bc, ca, ah gleich der positiven 

Einheit: 

sinac* sin ha' sincV 

sinhd sinca' sin ah' 

Verbindet man einen beliebigen Punkt der Ebene mit den drei 
Ecken des Dreiecks ABC^ und schneiden die Verbindungslinien die 
drei Seiten a, b, c in den Punkten Ä\ B\ C\ so ist das Produkt der 
Exponenten dieser drei Punkte in Bezng auf die Eckenpaare BC, 
CA, AB der negativen Einheit gleich: 

AC BÄ Off^__ 
BO ' GA' ' AB'~ 

Diese beiden Sätze ergeben sich leicht aus den Sätzen des 
ersten Doppeltheorems mittels folgenden Hülfssatzes: 

Lemma. Legt man durch die Ecken eines Dreiecks ABC drei be- 
liebige Strahlen a', &', & und schneiden diese Strahlen die Seiten a, b, c 
in den Punkten ^', B', C* so ist 

AC B A' C B* sin b c' sin c a' sin a b* 



BC CA* AB*' 

Es ist nämlich: Fig. 3, 

Fig. 3. 

A 



sin a c' sin b a* sin c V 




SAA'B BA* 



^AA*C " 


" CA* 


ABB* C 
ABB'A " 


CB* 
'AB* 


AGCA 


AC* 



_ AB, sin c a* 
A C.sinba*^ 

B C. sin ab* 
A B . sin c b* 

A C.sinbc* 
ACC*B ^ BC* '^ BC.sinac*' 

Folglich etc. 

Anm. Bei jedem der vier angeführten Theoi-eme ist auch die üm- 
kehrung zulässig. 

XIL Potenz eines Punktes in Bezug auf zwei andere Punkte, 
Imaginäre Punkte, Sind A und B irgend zwei feste Punkte und ist M 
ein beliebiger Punkt der Verbindungslinie AB^ ^o verstehen wir 
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unter der Potenz des Punktes M in Bezug auf A und B das Pro- 
dukt seiner Entfernungen von A und B: 

• AM . BM. 

Die Potenz ist, wie der Exponent, positiv oder negativ, je nachdem 
M ausserhalb oder innerhalb der beiden Punkte A und B liegt. 

Ist der Halbierungspunkt der Strecke AB^ 7t die Potenz des 
Punktes iKf, X seine Entfernung von 0, endlich 2 a die Länge der 
Strecke AB, so ist: 

AM= OM + A0 = x±a 

BM— OM ^ BO = x'J^a 
Also: 

x^ — a^ = n 

x = ± V(a2 -h n). 

Daraus foTgt, dass zu jedem Werte von n zwei, zu A und B 
symmetrisch liegende Punkte gehören. 

Ist ^ > 0, so liegen die beiden Punkte ausserhalb der gege- 
benen Punkte A und B, 

Ist Ä == 0, so fällt der eine Punkt mit A^ der andere mit B 
zusammen. 

Ist ;r < 0, aber > — a^ so liegen die beiden Punkte zwischen 
A und B. 

Ist Ä = — a^, so fallen beide Punkte mit dem Halbierungs- 
punkte zusammen. 

Ist Ä < — a^, so sind beide Punkte imaginär. 

Die neuere Geometrie operiert nun mit imaginären Punkten ^^(^T'Jl^/i/^V 
ebenso leicht und sicher wie mit reellen Punkten. t 

Die imaginären Punkte treten übrigens, wie in dem vorliegen- 
den Falle immer paarweise auf, und ein solches Paar imaginärer 
Punkte kann definiert werden als zwei Punkte J und J' einer gera- 
den Linie, die von einem Punkte dieser Geraden gleich weit ent- 
fernt sind, und für welche das Quadrat dieser Entfernung einen 
negativen Wert, — j)*, hat. Es ist hiernach JJ* = 2p V — l, 
0J= — 0/' = + P V — 1. Die reelle Strecke 2p heisst der 
Modul der imaginären Strecke JJ', Die Strecke |), d. i. der Modul 
der imaginären Strecke OJ oder 0J\ wird zur Abkürzung des 
Ausdrucks auch der Modul der beiden imaginären Punkte J und J* 
genannt. 

' Man begreift, dass wie das Bechuen mit imaginären Grössen zu reellen 
Besultaten zu führen vermag, so auch eine reelle Figur in der Geometrie 
dmxh imaginäre Punkte sich bestimmt finden kann. 
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Handelt es sich beispielsweise darum, um einen Punkt P einen Kreis 
zu konstruieren , der eine gegebene Gerade m in zwei Punkten schneidet, 
deren Entfernung vom Fusspunkte des aus P auf m gefällten Lotes ge- 
geben ist, so ist, wenn man diese Entfernung mit a, die Entfernung des 
Punktes P von m mit dy und den gesuchten Radius mit x bezeichnet, 

X = y(da + a% 

Wäre nun auch a imaginär, = & V — 1, so würde der Badius noch immer 
einen reellen Wert behalten, 

so lange nur der Wert des Moduls b nicht unter den Wert von d 
herabsinkt. 

Für a2 < — d^ würde freilich die Existenz eines solchen Kreises auf- 
hören ; oder, wie mau auch sagen kann, der Badius würde selber imaginär 
werden, und mit ihm auch der Kreis, 

Änm. Die Potenz eines Punktes in Bezug auf zwei mit ihm in der- 
selben Geraden befindliche imaginäre Punkte hat immer einen reellen 
positiven Wert. 

XIIL Potenz eines Strahles in Bezug auf zwei Halhstrahlerf, 
Laufen zwei Halbstrahlen a^ und &i von einem Punkte (unter einem 
schiefen Winkel) aus, und ist tn ein beliebiger durch den uämlichen 
Punkt gelegter Strahl, so verstehen wir unter der Potenz dieses 
Strahles in Bezug auf a^ und hi das Produkt der Tangenten der- 
jenigen beiden Winkel , welche die Halbstrahlen «i und bi mit 
einem und demselben, übrigens beliebigen, der in m enthaltenen 
beiden Halbstrahlen bilden: 

tg Uim . tg bim. 

Bezeichnen wir den Winkel «ibi mit 2«, den Halbstrahl, wel- 
cher diesen Winkel halbiert, mit «i, den Winkel, welchen ein belie- 
biger der in m enthaltenen Halbstrahlen mit Sj bildet, mit £, endlich 
die Potenz von m mit ä, so ist 

tg (I + «) tg (S — «) = ^, 

woraus sich ergiebt 

l + 7t tga^ 

Es gehören also zu jeder Potenz zwei, gegen »i und bi sym- 
metrisch gelegene Strahlen. 

Denkt man sich die Halbstrahlen ai und &i durch Verlängerung 
über den Scheitelpunkt zu den Strahlen a und b ergänzt, und durch 
den Scheitelpunkt die beiden auf a und b senkrecht stehenden Strah- 
len c und d gelegt, so teilen a, b, c, d die ganze Ebene in vier 
Strahlen winkelräume. Dreht sich nun die Gerade w um den Schei- 



r. 
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telpunkt, so ändert die Potenz jedesmal ihr Vorzeichen, wenn die 
Gerade aus einem dieser vier Winkelräume in den andern übertritt. 
Die beiden einer und derselben Potenz 7C zugehörenden Strah- 
len fallen zweimal in einen einzigen Strahl zusammen; einmal für 

7t = — ig «2, 

in welchem Falle der den Winkel a^ bi halbierende Strahl als der 
zugehörige Doppelstrahl auftritt (tg ^ = o) ; sodann für 

n = — cotg a^, 

in welchem Falle der den Nebenwinkel halbierende Strahl als Dop- 
pelstrahl erscheint {tg ^ = co). 

Hat 7t einen (negativen) Wert, der zwischen den beiden eben 
angegebenen Werten liegt, so ist tg ^^ negativ, also tg | imaginär. 
Wir sagen in diesem Falle: die betreffenden beiden Geraden sind 
imaginär. 

Mit einem solchen Paare imaginärer Geraden verhält es sich 
ganz ähnlich, wie mit einem Paare imaginärer Punkte. Man kann 
dieselben definieren als zwei durch einen bestimmten Punkt einer 
geraden Linie gehende und zu dieser Geraden symmetrisch liegende, 
d. h. sie unter demselben Winkel schneidende Strahlen , für welche 
das Quadrat der Tangente dieses Winkels einen negativen Wert hat. 

Zwei imaginäre Strahlen lassen sich übrigens auch immer auffassen ) /"k^' 
als zwei Gerade, welche einen (reellen) Punkt der Ebene mit zwei ima- 
ginären Punkten einer (reellen) geraden Linie verbinden. 



XIV. Die ebenen Grundgehilde; Funktreihe, Strahlenbüscheh 

Unter einer Punktreihe versteht man die Gesamtheit der in einer 

Geraden enthaltenen Punkte öder eine beliebige bestimmte oder un- 

- bestimmte Anzahl solcher Punkte. Die betreffende Gerade heisst 

der Träger der Punktreihe. 

Unter einem Strahlenbüschd versteht man die Gesamtheit der 
durch einen und denselben Punkt hindurchgehenden Strahlen oder 
eine beliebige, bestimmte oder unbestimmte Anzahl solcher Strahlen. 
Der betreffende Punkt heisst der Scheitel (auch wohl der MUtelpunM) 
des Strahlenbüschels. 

Zwei Punktreihen heissen konjeMitisch liegend oder kurzweg 
konjektivisch, wenn sie auf derselben geraden Linie als ihrem gemein- 
schaftlichen Träger vereinigt sind. 

Zwei Strahlenbüschel heissen konzentrisch liegend oder konzen- 
trisch, wenn sie den Scheitel mit einander gemein haben. 

Anm. 1 . Unter einer Eckenreihe eines vollständigen w-Seits verstehen 
wir die n — 1 in einer und derselben Seite enthaltenen Ecken der Figur, 



12 Einleitung. 

und unter einem Seitenbüschel eines vollständigen n-Ecks je n — 1 durch 
eine und dieselbe Ecke gehende Seiten. 

Änm. 2. Ist Ä der Scheitel eines Strahlenbüschels, a der Träger 
einer Punktreihe, so können diese Buchstaben auch zur einfachen Be- 
zeichnung der beiden Grundgebilde dienen. In diesem Falle klammem 
wir dieselben ein: (A) oder (a). 

Anm. 3. Die Punktreihe, in welcher eine Gerade von den Strahlen 
eines Strahlenbüschels geschnitten wird, heisst ein Schnitt dieses Strahlen- 
büschels, und der Strahlenbüschel, dessen Strahlen einen Punkt der Ebene 
mit den Punkten einer Punktreihe verbinden, heisst ein Schein der Punkt- 
reihe. 

Anm. 4. Unter PR. a — hcd ... verstehen wir die Reihe von Punk- 
.ten, in welchen die Gerade a von den Geraden hcd , . . geschnitten wird, 
und unter SB. A — BCD . . . den Strahlenbüschel, dessen Strahlen den 
Punkt A mit den Punkten BCD,,, verbinden.. 

Anm, 5. Ein Strahlenbüschel mit einem unendlich fernen Scheitel 
heisst ein ParaUelstrählenbüschel, 



XV, Auf einander folgende und von einander getrennte Ele- 
mente, Sind vier oder mehr Punkte einer Punktreihe gegeben, so 
heissen zwei dieser Punkte auf einander folgend y wenn der eine 
Punkt durch Fortbewegung auf dem Träger (wenn auch mittels 
Durchgangs durch den unendlicb entfernten Punkt) in die Lage des 
andern Punktes gelangen kann, ohne durch einen der übrigen ge- 
gebenen Punkte hindurchgehen zu > müssen. Entgegengesetzten 
Falles heissen die .beiden Punkte von einander getrennt. 

Werden zwei Punkte Ä und B durch zwei andere Punkte C 
und D von einander getrennt, so werden auch umgekehrt C und D 
durcb A und B von einander getrennt. * 

Werden A und B durch C und D getrennt, so greifen die beiden 
Strecken AB und CD über einander. Sind dagegen A und B, C und D 
zwei Paare auf einander folgender Punkte, so liegt entweder eine Strecke 
ganz und gar auf der andern, oder jede der beiden Strecken Uegt ganz 
ausserhalb der andern. 

Ganz ebenso heissen in einem Strahl eubüschel zwei Strahlen 
auf einander folgend oder durch andere Strahlen von einander ge- 
trennt, je nachdem jeder dieser beiden Strahlen im Stande ist oder 
nicht, durch Drehung um den Scheitel in die Lage des andern zu 
gelangen, ohne durch einen der übrigen Strahlen hindurchzugehen. 

Anm, 1. Zwei Punkte können auch durch zwei Strahlen und zwei 
Strahlen durch zwei Punkte von einander getrennt werden. 

Anm. 2. Zwei Strahlen eines Strahlenbüscbels können durch einen^ 
dritten, Strahl, oder durch einen einzelnen Punkt, nicht von einander 
getrennt werden; es ist dazu mindestens noch ein vierter Strahl oder ein 
zweiter Punkt erforderlich . 
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Ebenso können auch zwei Punkte nicht durch einen Punkt, oder eine 
Gerade getrennt werden, sofern man, wie es oben verlangt wurde, die 
Verbindungslinie der beiden Punkte als eine ohne Unterbrechung der 
Kontinuität durch den unendlich entfernten Punkt hindurchgehende Linie 
ansieht. 

XVL Ebene Systeme. Unter einem ebenen Systeme verstehen 
wir die Gesamtheit der in einer Ebene enthaltenen Punkte und 
Geraden, oder eine beliebige bestimmte oder nnbestiromte Anzahl 
solcher Elemente, nebst beliebigen in der Ebene durch Punkt- oder 
Strahlenbewegung erzeugten Figuren. 

XVII. Beziehung zweier ebenen Grundgebilde oder zweier 
ebenen Systeme auf einander. Zwei ebene Grundgebilde oder zwei 
ebene Systeme heissen auf einander bezogen^ wenn jedem Elemente 
des einen Gebildes oder Systems ein bestimmtes Element des an- 
dern Gebildes oder Systems, und also auch Jeder beliebigen Figur 
des einen Systems eine bestimmte Figur des andern Systems ent- 
spricht. 

Je zwei einander entsprechende Elemente oder Figuren heissen 
himolog» 

Wenn zwei auf einander bezogene Grundgebilde ' oder Systeme 
sich in derselben Ebene befinden, so kann es vorkommen, dass die 
beiden Gebilde oder Systeme ein oder mehrere Elemente entsprechend 
gemein haben,, d. h. dass die betreffenden Elemente in dem einen 
Gebilde oder Systeme beziehungsweise mit den ihnen homologen 
Elementen im andern zusammenfallen, oder sich selber homolog sind. 

Doppelt homolog heissen zwei Elemente, wenn es für die Homo- 
logie derselben gleichgültig ist, welchem Gebilde oder Systeme das 
eine und welchem das andere zugerechnet wird. 

Von je zwei homologen Figuren kann die eine als die der 
Verwandtschaft der betreffenden Systeme entsprechende Umbildung 
der andern Figur angesehen werden. 

XVIII, Geometrischer Dualismus, Schon in den vorhergehen- 
den Definitionen und Sätzen tritt ein gewisser Dualismus zu Tage, 
wie wir demselben auf dem Gebiete der neueren Geometrie fast 
überall wieder begegnen werden. 

Von zwei Sätzen, die sich wie die Sätze jedes Doppeltheorems 
in (XI) zu einander verhalten, sagt man, der eine sei die reciproke 
Umbüdwng des andern, oder der eine sei dem andern reciproh. 
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Einem Punkte, ein«r Geraden, einer Punktreihe, einem Stralilenbüschel, 
einer Strecke in dem einen Satze entspricht eine Gerade, ein Punkt, ein 
Strahlen büschel , eine Punktreihe, ein Winkel in dem andern. 

Von zwei reciproken Sätzen lässt sich je einer in der Regel 
leicht auf den andern zurückführen, nnd im 3. Kapitel des I. Baches 
wird ganz allgemein dargethan werden, dnss mit dem einen Satze 
immer auch zugleich der andere besteht. 



ERSTES BUCH. 



FUND AMENTALTHEORIEN 



DER 



NEUEREN GEOMETRIE. 



Erstes Kapitel. 



Von der Konformität. 



A. Vierelementige Konformitäten. 

1. Anharmonisches Verhältnis von vier Elementen. 
1. Sind A,B^C,D irgend vier in gerader Linie liegende Punkte, 
Bo verstehen wir unter ihrem anharmoniscJien Verhältnisse das Ver- L /Z^ 
hältnis de r Exponenten von zweien dieser Punkte in Bezug auf die YJ^hI 
beiden übrigen Punkte. ^ 

Dieses anharmoniscbe Verhältnis hat sechs verschiedene Werte, J 
die aber immer sehr leicht einer aus dem andern abgeleitet werden Y 
können. ^^ 

Jßtn Wert, des anharmonischen Verhältnisses wird darf^estellt durch 
(las DoppelverhältniR: 

AC AD . 

BC' BD • • • ^^ 

in welchem A und B als erster und zweiter Fixpunkt, C und D als erster 
und zweiter bezogener Punkt auftretfen. 
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Dieser Wert fies auharmoDischen Verhältnisses bleibt unverändert, 
wenn man, statt A und B, C und D als Fixpuukte ansiebt: 

CA CB 
DA ' DB' 

Ebenso wenig ändert er sieb, wenn man, statt A und C, B und D als erste 

Punkte figurieren lägst: 

BD BC 

AD ' AC 

und derselbe wird einfach umgekehrt, d. b. man erhält den reciproken 
Wert von (l), wenn man bloss einen ersten Punkt und den mit ihm zu- 
sammengrnppierten Punkt mit einander vertauscht: 

BC BD , AD AC 

— — — ^— nrlAi* ■III- * — — — 

AC ' AD' BD ' BC 

Dagegen wird der Wert des anbarmoniscben Verhältnisses ein wesent- 
lich anderer, wenn man, statt A mit B und C mit D zusammen zu grup- 
pieren , A mit C und B mit D , oder A mit D und B mit C zusam- 
menstellt : 

^^ ^^ (2) 



CD ' CB 
AB AC 



(3) 



DB' DC 

Bezeichnen wir die Werte der drei Doppelverhältnisse (l) , (2) und (3 ) 
beziehungsweise mit a, /9, y, so ist 

_ AC.BD 
"" ~~ AD , BC 

; _ AD . CB 
^ - AB . CD* 

_ AB . DC 
"^^ AC .DB' 

Nun ist 

AC -\- CB =z AB 

DB ^^ BC = DC. 

Daraus ergiebt sich durch Multiplikation 

AC . DB -\- BC (AC -{■ CB -f BD) — AB . DC 
oder 

AC , DB -\- AD . BC -\- AB . CD = o. 

Dividiert man nun diese Gleichung successive durch jecles der drei Glieder 
auf. der linken Seite, so erhält man 

- " + t -j = o, 

-^- ß + 1 =0. 



Woraus sich ergiebt 



■^=1-«, 1=1— /9, 1=1 
ß y « 
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oder auch 

1 a — 1 

^ = 1 — ::» y = ^ - 

Aus den vorstehenden Gleichungen folgt noch erstens, dass 

« /J y = — 1, 

zweitens, dass von den drei Werten a^ ß^ y einer negativ und die beiden 
andern positiv sind. 

2. Sind Ä, B, 0, D und Ä\ B\ G\ D' zwei auf einander be- 
zogene Beihen von je vier Punkten, und ist ein Wert des anhar- 
monischen Verhältnisses der vier ersten Punkte gleich dem ent- 
sprechenden Werte des anharmonischen Verhältnisses der vier 
andern Punkte, so ist jeder Wert des ersteren anharmonischen 
Verhältnisses gleich dem entsprechenden Werte des letzteren. 

3. Sind a, &, c, d vier durch einen und denselben Punkt gelegte 
Strahlen, so verstehen wir unter deren anharmonischem Verhältnisse 
das Verhältnis der Exponenten zweier Strahlen in Bezug auf die, 
als Fixstrahlen angesehenen, beiden übrigen Strahlen. Dabei ist es 
für die Bildung der Exponenten gleichgültig, welchen der in jedem 
Fixstrahl enthaltenen beiden Halbstrahlen man als Fixschenkel an- 
sehen will; nur müssen die Strahlen, um deren ExponenCten es sich 
handelt, beide auf dieselben beiden festen Halbstrahlen bezogen 
werden. 

Das anharmonische Verhältnis von vier Strahlen hat, wie das 
anharmonische Verhältnis von vier Punkten, sechs verschiedene 
Werte, von denen drei die reeiproken Werte der drei übrigen sind 
und die überhaupt in denselben Beziehungen zu einander stehen, 
wie die sechs Werte des anharmonischen Verhältnisses von vier 
Punkten. Die unter (2) aufgestellte Behauptung gilt also auch für 
zwei Strahlenbüschel. 

Schneiden sich vier Strahlen in einem unendlich entfernten 
Punkte, d. h. sind dieselben einander parallel, so verstehen wir 
unter ihrem anharmonischen Verhältnisse das anharmonische Ver- 
hältnis derjenigen vier Punkte, in denen eine beliebige Gerade von 
den vier Strahlen geschnitten wird. 

Ein Wert des anharmonischen Verhältnisses der vier Strah- 
len a, 6, c, d wird dargestellt durch das Doppelverhältnis 

sin ac sin ad 
sin bc ' sin hd' 

Man' überzeugt sich nun leicht, dass, wenn ai und a^ die beiden 
in «^enthaltenen Halbstrahlen sind, der Wert des vorstehenden - 
Doppelverhältnisses unabhängig davon ist, ob man c und d auf 
«1 oder auf a^ bezieht etc. 

Seeger, neuere Geometrie. 
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Dass es sich im übrigen mit dem anharmonischen Ver- 
hältnisse Ton vier Strahlen ebenso verhält, wie mit dem anhar- 
monischen Verhältnisse von vier Punkten, ergiebt sich am leich- 
testen aus dem sogleich folgenden Fundamentaltheoreme. 

2. Fundamentaltheorem. 1. Schneiden vier Strahlen a, b, c, d, 
welche einen gemeinschaftlichen Durchschnittspnnkt hahen, eine 
gerade Linie in den vier Punkten Ä, B, 0, D, so ist immer das 
anharmonische Verhältnis der vier Strahlen gleich dem anharmoni- 
schen Verhältnisse der vier Punkte. 

Anleitung zum Beweise. Ist der Scheitel des Strahlen- 
büschels, so verhält sich (Fig. 4) 

Fig. 4. 

AOÄC _ ÄC __ OÄ . sin ac 
AOBC "' BC " OB,sinbc 

AOAD _ AD _ OÄ . 8tn ad 
AOBD BD "~ OB.sinbd 



2. Umgekehrt, ist das anharmonische Verhältnis von vier 
Punkten Ä, B, C, D gleich dem anharmonischen Verhältnisse von 
vier Strahlen a,' b, c, d^ so lassen sich die heiden Gehilde immer so 
legen, dass jeder Strahl durch den ihm entsprechenden Punkt geht. 

Sind a^, h^, c^, d^ vier in einer und derselben Halbebene 
liegende Halbstrahlen des Büschels, und konstruiert man über 
djBn Strecken A B und ^ C als Sehnen zwei Kreisabschnitte, 
welche beziehungsweise die Winkel a^hi und ar^Ci fassen, so 
werden die betreffenden beiden Kreisbogen, die den Punkt A 
mit einander gemein haben, sich ausserdem noch in einem zwei- 
ten Punkte M schneiden. Legt man nun den gegebenen Strah- 
lenbüschel so, dass Ol mit MA, \ mit MB^ c^ mit MC zti' 
sammenfäUt, so muss auch di mit MD zusammenfallen. 



8. Vierelementige Konformitäten. 1. Zwei auf einander 
bezogene ebene Grundgebilde von je vier Elementen heissen einander 
konform (7\), wenn das an harmonische Verhältnis der vier Elemente 
des einen Gebildes gleich ist dem anharmonischen Verhältnisse der 
vier Elemente des andern Gebildes. 

2. Sind a, h, c, d vier Strahlen eines Strahlenbüschels, nnd 
schneiden dieselben eine beliebige Gerade in den Punkten J., P, (7, A 
eine andere beliebige Gerade in A\ B\ C\ 2/, so sind die vier 
ersteren Punkte den vier letzteren konform : 

AB CD 7\ A'B'C'N. 
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Sind Ä, B, G, D vier in gerader Linie liegende Punkte, nnd 
finden sich dieselben mit einem beliebigen Pnnkte der Ebene durch 
die Strahlen a, h^ o, d, mit einem andern beliebigen Punkte durch 
die Strahlen a\ V, c\ d* verbunden, so sind die vier ersteren Strah- 
len den vier letzteren konform : 

ahcd 7\ a^y c* d\ 

8. Ist eine Konformität zwischen zwei ebenen Grundgebilden 
von je vier Elementen gegeben, so lassen sich aus derselben sofort 
noch drei andere Konformitäten ableiten: man darf nämlich, wäh- 
rend man die eine Seite ungeändert lässt, auf der andern Seite ein 
beliebiges Element mit einem beliebigen andern Elemente vertau- 
schen, wenn man nur zugleich dann auch die beiden übrigen 
Elemente dieser Seite mit einander vertauscht. 
So ergeben sich aus der Konformität 

ABCB1\A'B'G'B* 
auf der Stelle die drei folgenden Konformitäten 

ABCB T^ B'A'B'C 
A C'B'A'B' 
A B'C'B'A'. 

Denn das anharmoniache Verhältnis der vier Punkte A* B* O Bf wird nach 
§. 1 durch solche Yeiiiauschongen nicht geändert. 

4. Haben zwei (konjektivische) konforme Punktreihen oder zwei 
(konzentrische) konforme Strahlenbüschel von je vier Elementen zwei 
Elemente entsprechend gemein, so kann man aus der betreffenden 
Konformität sofort eine andere ableiten , indem man von den vier 
übrigen Elementen ein beliebiges der einen Seite mit dem ihm nicht 
homologen Elemente der andern Seite vertauscht. 

So folgt aus der Konformität 

ABCB A ABC'Bf 

auch diese andere: 

ABCCK ABBJy, 

5. Das anharmonische Verhältnis der vier Strahlen , welche 
vier feste Punkte eines Kreises mit einem beliebigen (veränderlichen) 
fünften Punkte desselben verbinden, hat einen konstanten Wert. 

Ebenso hat das anharmonische Verhältnis der vier Punkte, in 
denen vier feste Tangenten eines Kreises von einer beliebigen fünf- 
ten Tangente geschnitten werden, einen konstanten Wert. 

Das anharmonische Verhältnis der vier Strahlen, welche vier 
feste Punkte eines Kreises mit einem beliebigen fünften Punkt des- 
selben verbinden, ist gleich dem anharmonischen Verhältnisse der vier 

2* 
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Panl^te, in denen die durch jene festen Punkte an den Kreis ge- 
legten Tangenten von einer beliebigen fünften Tangente geschnitten 

werden. 

Der erste Satz leuchtet unmittelbar ein und der zweite kann 
leicht aus den beiden andern abgeleitet werden. Es bleibt also 
nur noch der dritte Satz zu erweisen. 

Sind Ä, J5, 0, D vier feste Punkte des Kreises, und Ä', B\ C\ D' 
die Punkte, in denen die durch jene festen Punkte gelegten Tan- 
genten die durch einen beliebigen Punkt M gelegte Tangente 
schneiden, so ist zu zeigen, dass 

PR. A'B' C'B' 7\ SB. Jf — AB CD. 

Verbindet man aber den Mittelpunkt des Kreises mit den 
Punkten A' W C'iy, so stehen die vier Strahlen 0A\ OW, O C\ 
OD' beziehungsweise senkrecht auf den Strahlen MA^ MB^ 
MC, MD. Die beiden Strahlenbüschel sind also kongruent, 
folglich auch konform. Folglich etc. 



4. Vier harmonische Elemente. 1. Wenn das anharmonische 
Verhältnis von vier Elementen eines ebenen Grandgebildes für eine 
der drei möglichen Gruppierungen zu zwei Elementenpaaren gleich 
der negativen Einheit ist, so nennt man solche Elemente vier har- 
monische Elemente , und je zwei Elemente , welche sich für diesen 
Wert des anharmonischen Verhältnisses zusammen gruppiert finden, 
heissen einander zugeordnet. 

Ist also 

AC AD 1 A ^^^ ^c sin ad 

BG ' BD — ■" ^' ^^®^ 5STc • sin hd ~" 

so bilden A, B, C, D vier harmonische Punkte und ah cd vier harmo- 
nische Strahlen, und es sind die Punkte A und C (oder die Strahlen a 
und c) beziehungsweise den Punkten B und D (oder den Strahlen b und d) 
zugeordnet. 

Das anharmonische Verhältnis von vier harmonischen Elementen hat 
nur drei verschiedene Werte. Werden nämlich Elemente zusammen 
gruppiert, die einander nicht zugeordnet sind, so ist der Wert desselben 

entweder = 2, oder = -• 

2. Je zwei zugeordnete Elemente werden durch die beiden 

andern zugeordneten Elemente von einander getrennt. 

Man sagt daher auch in dem obigen Falle: die Punkte A und B 
werden durch C und Z), oder die Strahlen a und h durch c und d har- 
monisch getrennt, 

Heisst es, dass zwei Punkte A und B durch zwei Strahlen c und d 
(oder umgekehrt diese durch jene) harmonisch getrennt werden , so ist 
damit gemeint, dass A und B durch diejenigen beiden Punkte harmo- 
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nisch getrennt werden, in welchen die Strahlen c und d die Verbindungs- 
linie AB schneiden. 

3. Sind vier harmonische Punkte gegeben, so liegen je zwei 
zugeordnete Punkte immer auf derselben Seite des Halbierungspunktes 
der von den beiden andern Punkten begrenzten Strecke. 

Sind vier harmonische Strahlen gegeben und konstruiert man zu 
zwei zugeordneten Strahlen ihre beiden Symmetralen, so durch- 
setzen die beiden anderen Strahlen immer einen und denselben 
der von diesen Symmetralen gebildeten beiden Strahlenwinkel- 
räume. 

4. Vier harmonische Strahlen schneiden eine beliebige Gerade 
in vier harmonischen Punkten. 

Verbindet man vier harmonische Punkte mit einem beliebigen 
Punkte der Ebene, so erhält man vier harmonische Strahlen. 

5. Zwei beliebige Punkte werden durch ihr Centrum (den 
Halbierungspunkt der von ihnen begrenzten Strecke) und durch den 
unendlich entfernten Puntt ihrer Verbindungslinie harmonisch ge- 
trennt. 

Bezeichnen wir das Centrum zweier Punkte A und A' mit 
0, den unendlich entfernten Punkt der Geraden AA' mit oo, 
80 ist: 

A __ _ Aco _ 

J.'0 "" ' A' CO — "T- 1- 

Zwei beliebige Gerade werden durch ihre beiden Symmetralen 
harmonisch getrennt. 

6. Zieht man mit einem beliebigen von vier harmonischen 
Strahlen eine Parallele, so halbiert der zugeordnete Strahl die durch 
die beiden übrigen Strahlen von der Parallelen abgeschnittene Strecke. 

Zwei zusammenstossende Seiten eines Parallelogramms werden 
durch die von ihrer Ecke auslaufende Diagonale und den durch diese 
Ecke mit der andern Diagonale parallel gelegten Strahl harmonisch 
getrennt. 

7. Eine chwakteristische Eigenschaft von vier harmonischen 
Elementen ist die, dass ihr anharmonisches Verhältnis sich nicht 
ändert, wenn in dem betreffenden Doppel Verhältnisse zwei zuge- 
ordnete Punkte mit einander vertauscht werden. 

Umgekehrt kann man sicher sein, es mit vier harmonischen 
Elementen zu thun zu haben, sobald man sich überzeugt hat, dass 
das anharmonische Verhältnis der vier Elemente bei einer Vertäu«- 
Bchungvon zwei Elementen un geändert bleibt. Die beiden Elemente, 
die mit einander vertauscht werden dürfen, sind einander zuge- 
ordnet. 
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Ist 
80 ist 

oder 

also 



ÄBCDJ^ ÄBDC, 

AC AB _ AD 
BG ' BD "" BD 

^AC\^ /AD\^ 



AC 
BC 



(A UY tA£\ — 
\BC) '' \BD) ""■ ^' 



AD 



= + 1. 



Fig. 5. 




AG 

BC ' BD 

Nun kann der Wert des Doppelverhältnisses niemals = -(- 1 
sein. Folglich etc. 

8. Lehrsoitz, Je zwei Diago- 
nalpunkte eines vollständigen 
Vierecks trennen die beiden Ge- 
genseiten, welche sich im drit- 
ten Diagonalpnnkte schneiden, 
harmonisch. 

Je zwei Diagonalen eines 
vollständigen Vierseits trennen 
die beiden Gegenecken, welche 
durch die dritte Diagonale ver- 
bunden werden, harmonisch. 
Es sei (Fig 5) AB CD ein beliehiges vollständiges Viereck 
mit den drei Diagonalpunkten EFG. 
So ist 

FAMB J\ FD NC, als Schnitte des SB. E — FAMB, 
FAMB A FCND, als Schnitte des SB. G — FAMB, 

FDNC~f\ FCND. 

Folglich sind nach (7) FD NC vier harmonische Funkte. 

9. Lehrsatz. Werden die Punkte A A' durch die beiden Punkte 
BB' harmonisch getrennt, und ist das Centrum der beiden ersteren, 
P dasjenige der beiden letzteren Punkte, so ist: 

OB . OB' = ÖT», PA . PA' = PB'^. 

Werden die Strahlen aa' durch hV harmonisch getrennt, und 
sind üi Ol Z>i hl' vier in diesen Strahlen enthaltene und in einer und 
derselben Halbebene liegende Halbstrahlen, wird femer der Winkel 
Ol ai durch den Halbstrahl Si , und der Winkel &i hi durch den 
Halbstrahl fi halbiert, so ist: 

tgsibi.tgsibi' = tgsia^, tgtiGi.tgtiC^' = tgtib^. 

Beweis des ersten Satzes. Nach der Yoraussetzung ist: 

AB AW 



A'B ' A'B^ 
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oder 

AB . A'B' + A'B . AB' = o. 
Nun ist 

AB = AO -\- OB, 

A'B = A' -\- OB = -^ AO -[- OB, 

AB' = AO + OB', 

A'B' =z A'O + OB' = '^ AO + OB'. 

Oben eingesetzt, kommt 

{OB + AO){OB''-A0)+{OB^AO)(OB' + A0)=:0. 

Aufgelöst und reduciert: 



2 OB . OB' — 2A0^ = 
oder - 

OB . OB' = 'ÖA\ Q . E . D. 

Der zweite Satz kann leicht aus dem ersten abgeleitet wer- 
den. Man ziehe eine Gerade senkrecht gegen die Winkelhal- 
bierende. 

10. Folgerung, Zwei reelle Punkte können auch durch zwei 
imaginäre Punkte (und ebenso zwei reelle Strahlen durch zwei 
imaginäre Strahlen) harmonisch getrennt werden. 

Ist M das Centrum zweier imaginären Funkte J uud J', m ihr Modul, 
also MJ^ = MtP^ = — m^, so werden J und tP durch je zwei reelle 
Punkte A und A' harmonisch getrennt, für welche MA . MA'= — j»^. 

Ist von vier harmonischen Punkten das eine Paar zugeordneter 
Punkte AA' und das Centrum des andern Paares BB' gegeben, so sind 
auch diese Punkte B und B' dadurch unzweideutig bestimmt. 

In der That, ist das Centrum von A und A', P das Centrum von 
B und B', und setzt man AA' = 2 a, BB' = 2x, so ist 

«a = opa — x^, oder x^ = OF^ — a\ 
Liegt P zwischen A und A', so sind die beiden Punkte B und B' imaginär. 



B. Konformität ebener Grundgebilde. 

5. Konforme Gruiidgebilde. 1. Zwei auf einander bezogene 
ebene Grundgebilde (von unbegrenzt vielen Elementen) heissen kon- 
form ^ wenn je vier Elemente des einen Gebildes den vier homolo- 
gen Elementen des andern Gebildes konform sind. 

Die Möglichkeit konformer Grundgebilde erhellt sofort aus dem unten 
angeführten Satze (3), kann aber auch unabhängig hiervon sehr leicht 
wie folgt dargethan werden. 
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Es seien, zwei auf einander bezogene Punktreihen voraus- 
gesetzt, ÄÄ\ BB' und CC drei Paare homologer Punkte. Kon- 
struiert iü9,n nun zwei andere Paare DD' und JEJtJ^ so, dass 

ABCD7\ A'B'aiy 

und 

ABCE'Jk A'WC'E, 

so ist zu zeigen, dass je vier unter den fünf Punkten der einen 
Beihe den vier ihnen homologen Punkten der andern Keihe 
konform sind, z. B., dass 

ABDE 7\ A'B'D'E'. 

Nun folgt aber aus der Voraussetzung, dass 

AC AD A'C A'jy 



BC 


BD 


~ JB'C 


B'D' 


AE 


AC 


A'E' 


A'C 


BE 


BC 


B'E' 


B'C 


AE 


AT) 


A'E' 


A'D* 


BE 


BD 


B*E' 


' WD' 



Q . £ . D. 

Anm, Specielle Fälle konformer Grundgebilde sind zwei ähnliche 
(proportionale) oder kongruente Punktreihen und zwei kongi'uente Strah- 
lenbüschel. 

2. Handelt es sich bloss darum, zu einem gegebenen Grund- 
gebilde ein demselben konformes Gebilde zu konstruieren, so kann 
man zu drei Elementen des ersteren die homologen Elemente in 
dem andern ganz willkürlich annehmen. Sind aber drei Paare 
homologer Elemente festgelegt, so sind die beiden Gebilde dadurch 
vollkommen bestimmt. 

3. Ein beliebiger Strahlenbüschel ist jedem beliebigen Schnitte 
desselben, und eine beliebige Punktreihe ist jedem beliebigen Scheine 
derselben konform. 

Sind zwei Punktreihen Schnitte eines und desselben Strahlen- 
büschels, so sind sie konform; und ebenso sind zwei Strahlenbüschel 
konform, welche Scheine einer und derselben Panktreihe sind. 

Sind zwei Grund^ebilde einem und demselben dritten Grundgebilde 
konform, so sind sie auch unter einander konform. 

4. Die Strahlen, welche irgend zwei feste Punkte eines Kreises 
mit dessen übrigen Punkten verbinden, bilden zwei konforme 
Strahlenbüschel, in welchen die Verbindungslinie der beiden Schei- 
tel, als ein Strahl eines beliebigen der beiden Büschel aufgefasst, 
der durch den Scheitelpunkt des andern gelegten Tangente homo- 
log ist. 

Die Punkte, in denen irgend zwei feste Tangenten eines Kreises 
von den übrigen Tangenten geschnitten werden, bilden zwei kon- 
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forme Punktreihen. Dem Durchschnittspankte der beiden festen 
Tangenten ist, wenn man ihn als einen Punkt der auf der einen 
Tangente liegenden Punktreihe aufPasst, der Berührungspunkt der 
andern Tangente homolog. 

Umnittelbare Folgerung aus §. 3, 5. 

5. Jede Gerade, welche zwei homologe Punkte konformer Punkt- 
reihen verbindet, heisst ein Frcjektiansstrahl, und jeder Punkt, in 
welchem sich zwei homologe Strahlen konformer Strahlenbüschel 
schneiden, heisst ein Prcjektionspunkt dieser Strahlenbüschel. 

6. Ferspektivisclie Lage konformer Grundgebilde« 1 . Wenn 
eine Punktreihe und ein Strahlenbüschel konform sind, so können sie 
nach §,2,2 immer so gelegt werden , dass jeder Strahl durch den 
ihm homologen Punkt geht. Dann befinden sich die beiden Grund- 
gebilde in perspektivischer Lage. 

2. Zwei konforme Punktreihen heissen perspektivisch (per- 
spektivißch liegend, in perspektivischer Lage befindlich), wenn 
sie Schnitte eines und desselben Strahlenbüschels sind, oder, was 
dasselbe ist, wenn ihre Projektionsstrahlen alle einen gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkt haben. Der letztere heisst das Pro- 
jektionscentrum. 

Zwei konforme Strahlenbüschel heissen perspektivisch, wenn sie 
als Scheine einer und derselben Punktreihe auftreten, oder, was das- 
selbe ist, wenn ihre Projektionspunkte alle auf einer und derselben 
Geraden liegen. Die letztere heisst die Projektionsaxe, 

3. Zwei konforme Punktreihen liegen perspektivisch, wenn 
irgend drei Projektionsstrahlen einen gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunkt haben, oder wenn in dem Durchschnittspunkte der 
beiden Träger zwei homologe Punkte coincidieren. 

Abgesehen von dem Falle zweier ähnlichen Punk treiben, liegt das 
Frojektionscentmm immer in endlicher Entfernung. 

Zwei konforme Strahlenbüschel liegen perspektivisch, wenn irgend 
drei Projektionspunkte in gerader Linie liegen, oder wenn in der 
Verbindungslinie der beiden Scheitel zwei homologe Strahlen coin- 
cidieren. 

Nur bei kongruenten Strahlenbüscheln oder bei konformen Parallel- 
strahlenbüscheln kann es vorkommen, dass die Projektionsaxe sich in 
unendliche Entfernung hinausgerückt findet. 

4. Es seien («)»(«')» (^") drei unter einander konforme Punkt- 
reihen , von denen je zwei perspektivisch liegen , und es sei P das 
Projektionscentrum von (a') und (a"), -P' dasjenige von (a") und (a), 
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-P" dasjenige von (a) und (a'). So sind zwei Fälle möglich. 1. Die 
drei Träger a, «', a" haben keinen gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
pnnkt. Dann bilden die Punkte FP'P" ein dem Dreiseit aa'a'' 
umgeschriebenes Dreieck. 2. Die drei Geraden ayd^ol* haben einen 
gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt (so dass in diesem drei homo- 
loge Punkte coincidieren). Dann liegen die drei Projektionscentra 
in gerader Linie. — Reciproke Umbildung. 

Der Satz X ist uumittelbar einleuchtend. 

Der Satz 2 folgt ein&tch daraus, dass die Gerade 1P1^\ weil 
sie ein Projektionsstrahl sowohl von (a') und (a"), als von (a) 
und (a") ist, auch ein Frojektionsstrahl von (a) und (a') sein und 
folglich durch P" gehen muss. 

5. Perspektivische Dreiecke, Wenn zwei auf einander bezogene 
Dreiecke ABC und A' B* G* so gelegen sind, dass die drei Geraden 
{AA\ BB\ CC\ welche je zwei einander entsprechende Ecken ver^ 
binden, einen gemeinschaftlichen Dnrchschnittspunkt haben, so lie- 
gen die drei Punkte , in denen sich je zwei einander entsprechende 
Seiten schneiden, in gerader Linie. 

Umgekehrt, liegen die drei Punkte, in denen sich je zwei ein- 
ander entsprechende Seiten schneiden, in gerader Linie, so haben 
die drei Geraden, welche je zwei einander entsprechende Ecken ver- 
binden, einen gemeinschaftlichen Dnrchschnittspunkt. 

Zwei in dieser Lage befindliche Dreiecke heissen zwei perspek- 
tivische Breiecke. 

Leichte Folgerung aus (4). Bezeichnet man den Punkt, in 

dem sich die Geraden J. J.', BB% (7 C schneiden mit ilf, so kann 

man immer 

MAA' A MBB' 7\ MCC 
setzen. 

7. Schiefe Lage konformer Grundgebilde. 1. Die schiefe 

Lage ist das Gegenteil der perspektivischen. 

Befinden sich zwei konforme Punktreihen oder zwei konforme Strah- 
lenbüschel in schiefer Lage, so haben im ersten Falle keine drei Projek- 
tionsstrahlen einen gemeinschaftlichen Durch schnittspunkt, und im zwei- 
ten Falle liegen keine drei Projektionspunkte in gerader Linie. 

2. Lehrsatz, Bezeichnen wir den Dnrchschnittspunkt der Trä- 
ger zweier konformen Punktreihen, als einen Punkt der einen Reihe 
angesehen, mit K-, als einen Punkt der zweiten Reihe angesehen, 
mit L' , und sind K\ L die beziehungsweise mit K und L' homo- 
logen Punkte; sind ferner A, B zwei beliebige Punkte der ersten, 
A\ B' die ihnen homologen Punkte der zweiten Reihe, so schneiden 
sich die Geraden AB' und A* B allemal auf der Geraden K* L, 
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Bezeichnen wir die Yerbindimgslinie der Scheitel zweier kon- 
formen Strahlenbüschel, als einen Strahl des einen Büschels ange- 
sehen, mit Ä;, als einen Strahl des zweiten Büschels angesehen, mit 
l\ und sind X;', l die beziehungsweise mit lo und V homologen 
Strahlen ; sind femer a, "b zwei beliebige Strahlen des ersten, a! und V 
die ihnen homologen Strahlen des zweiten Büschels, so liegen die 
Durchschnittspunkte ah* und a'h allemal mit dem Durchschnitts - 
punkte Vi in gerader Linie. 

Beweis. Es ist 

KL AB A K'L'A'B*. 
Folglich auch nach §. 3, 3 

KLAB A UK'B'A*. 

Die beiden Reihen liegen aber perspektivisch, da K und L' 
coincidieren. Folglich haben die Projektionsstrahlen f X, AB* 
und A* B einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt. 

3. £s seien a und a! zwei gerade Linien mit den konformen 
Punktreihen ABG.. und A'B* G\. Verbindet man nun einen be- 
liebigen Punkt A der ersten Reihe mit einem beliebigen (nicht ho- 
mologen) Punkte B' der zweiten Reihe durch die Gerade a, und 
bezeichnet man die Punkte A und B\ als Punkte von a angesehen, 
mit % und 39, ist ferner (S ein ganz beliebiger dritter Punkt auf a, 
so kann man immer setzen: 

H^(E7\ ABCJiA'B'C' 

und es findet sich dadurch aufa eineReihe3(99(S^.. bestimmt, welche 
jeder der beiden gegebenen Reihen perspektivisch konform ist. 

Bezeichnet man das Projektionsscentrum von (a) und (a) mit P, 
dasjenige von (a') und (a) mit P', so liegt P auf dem Projektions- 
strahle BB' , P' auf dem Projektionsstrahle AA\ und die Verbin- 
dungslinie PP' ist ein dritter Projektionsstrahl der gegebenen Punkt- 
reihen (a) und (a'), dessen Lage von dem willkürlich gewählten Orte 
des Punktes (S. abhängt. 

Reciproke Umbildung dieser Sätze. 

4. Umgekehrt, sind ABG.. und A'B' G'.. zwei beliebige kon- 
forme Punktreihen, und schneiden zwei Projektionsstrahlen A A' und 
BB* einen beliebigen dritten ProjektionsstrahlJlfilf' beziehungsweise 
in den Punkten P' und P, so bilden die- Punkte, in denen die 
Geraden 

PA,PB,PG.., 

beziehungsweise die Geraden 
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schneiden, eine Pnnktreihe SIS3S.., welche jeder der gegebenen 
Punktreihen perspektivisch konform ist. Der Punkt Sl fällt mit -4, 
93 mit S zusammen. 

Reciproke Umbildung des Satzes. 



8. Das projektivisohe Sechseck und das projeHtivische 
Sechsseit. 1, Lehrsatz, Werden irgend zwei Seiten eines voll- 
ständigen Sechsseits durch die vier andern Seiten konform geschnit- 
ten, so werden jede zwei beliebige Seiten durch die vier übrigen 
konform geschnitten, -r— Ein vollständiges Sechsseit dieser Art heisst 
ein projeMwisches Sechsseit. 

Finden sich irgend zwei Ecken eines vollständigen Sechsecks 
mit den vier andern Ecken durch zwei konforme Strahlenbüschel 
verbunden, so bilden auch die Strahlen, welche zwei ganz beliebige 
Ecken mit den übrigen Ecken verbinden, immer zwei konforme 
Strahlenbüschel. — Ein vollständiges Sechseck dieser Art heisst ein 
projektivisches Sechsech. 

^^^' ^' Es seien (Fig. 6) die Geraden e und/ 

durch die Geraden ah cd konform ge- 
teilt. £s genügt zu zeigen, dass auch 
zwei beliebige der vier andern Strah- 
len, z. B. a und b, sich durch die 
übrigen Strahlen c, d, c, / konform 
geteilt finden. 

Ist M der Durchschnittspunkt von 
c /und d , so haben wir nachzuweisen, 
dass 

SB. c, d, MA, ME J\ SB. c, d, MB, MF. 

Nun ist nach der Voraussetzung 

SB. c, dy MA, MB 7\ SB. c, d, ME, MF. 

Daraus aber ergiebt sich sofort unter Anwendung von §. 3, 4 
die behauptete Konformität. 

2. Lehrsatz. Ein projektivisches Sechsseit enthält (nach 
Einl. III.) 60 einfache Sechsseite. In jedem dieser einfachen Sechs- 
seite haben die drei Geraden, welche je zwei einander gegenüber- 
liegende Ecken verbinden, einen gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
punkt. 

Ein projektivisches Sechseck enthält 60 einfache Sechsecke. In 
jedem dieser einfachen Sechsecke liegen die drei Punkte, in denen 
sich je zwei einander gegenüberliegende Seiten schneiden, in ge- 
rader Linie, 




Fig. 7. 
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Krater Beweis, mit Hülfe von §. 7, 3, Es sei abcdef (Fig. 7) 
ein projektivisches Sechsseit. Wir betrachten das darin enthal- 
tene einfache Sechsseit ah cd ef, 
das identisch ist mit dem ein- 
fachen Sechseck ^B 02)^^. So 
ist zu zeigen, dass AD, BE und 
CF einen gemeinschaftlichen 
Dnrchschnittspunkt haben. Da 
die Seiten a und d durch by c, e, f 
konform geschnitten werden, so ist 

AHJFJ{ GC DK 

oder nach §. 3, 3 

AHJFJ^ CG KD. 

Polglich liegen die Durchschnittspunkte (AG — CH) oder B 
uDd (JD — KF) oder E mit dem Durchschnittspunkt von A D 
und FC in gerader Linie, d. h. die drei Geraden BEy AD, CF 
haben einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt. 

Zweiter Beweis, mit Hülfe von §. 7, 4 (Fig. 8). Wir fassen 
dieses mal die beiden Punktreihen ins Auge, in denen die Seiten 




Fig. 8. 




a und c von 6, d, e, / ge- 
schnitten werden, und be- 
zeichnen dieselben bezie- 
hungsweise mit BDEF 
xmdB'D'E'F'. So figurie- 
ren vier dieser Punkte By 
Fy B' und D' als ebenso 
viele Ecken des einfachen 
Sechsseits, und darunter 
befinden sich zwei einander 
gegenüberliegende Ecken: 
D'uudF. Machen wir nun 
die Gerade FD' zum Trä- 
ger einer Punktreihe, welche mit jeder der beiden obigen Reihen 
perspektivisch konform ist, so können wir die Punkte P und P', 
in denen EE' beziehungsweise von DD' und FF' geschnitten 
werden, als die betreffenden beiden Projektionscentra ansehen. 
Dann schneiden sich aber PB und P'B' auf der Geraden FD', 

3. Umkehrung, Haben die drei Geraden, welche je zwei ein- 
ander gegenüberliegende Ecken eines einfachen Sechsseits verbinden; 
einen gemeinschaftlichen Durchscbnittspnnkt, so bilden die sechs 
Seiten der Figur ein projektivisches Sechsseit. 

Liegen die drei Punkte, in denen je zwei einander gegenüber- 
liegende Seiten eines einfachen Sechsecks sich schneiden, in gerader 
Linie, so bilden die sechs Ecken der Figur ein projektivisches Sechseck. 

4. Jede sechs Tangenten eines Kreises bilden ein projektivi- 
sches Sechsseit. 

Jede sechs Punkte eines Kreises bilden ein projektivisches Sechseck. 
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9. Gegenpunkte konformer Punktreihen. Normalstrah- 
len konformer Strahlenbüschel. 1. Ausgezeichnete Punkte 
konformer Punktreihen sind 'die GegenpunJcte, Diesen Namen 
führt in jeder von zwei konformen Punktreihen derjenige Punkte 
welcher dem unendlich entfernten Punkt der andern Punktreihe ho- 
molog ist. 

Anm. Zwei ähnliche Punktreihen haben keine Gegenpunkte, oder, 
wie man auch sagen kann, es treten bei diesen die beiden unendlich ent- 
fernten Punkte als Gegenpunkte auf. Umgekehrt, zwei konforme Punkt- 
reihen sind ähnlich, wenn ihre unendlich entfernten Punkte einander 
homolog sind. 

2. Lehrsatz, Sind ü und F' die beiden Gegenpunkte zweier 
konformen Punktreihen, und Ä, A! zwei beliebige homologe Punkte 
derselben, so hat das Produkt 

VA . TA! 

einen konstanten Wert. Dieser Wert heisst die Potenz der beiden 
Punktreihen. 

Es sei BW ein zweites Paar homologer Punkte, so ist zu zeigen, 

dass 

VA . TA! = VB . V'B'. 

Bezeichnen wir die beiden unendlich entfernten Punkte mit V^ 
und £7'^, so ist 

VA V^A _ V'^A' VA' 

VB ' F«B ~ V'^B' ' TB' 

d. h. 

VA TA' 

VB ^ '' TB'' 

Folglich etc. 

Folg. Liegen zwei Punkte der einen Beihe zu deren Gegenpunkte 
symmetrisch, so liegen auch die ihnen homologen Punkte der andern 
Beihe zum Gegenpunkt derselben symmetrisch. 

Anm, Von einem bestimmten Yorzeicben des Wertes jenes konstan- 
ten Produktes kann erst bei der Vereinigung der beiden Punktreihen in 
derselben geraden Linie oder bei paralleler Lage der beiden Träger die 
Bede sein (s. §. 10). 

3. Lehrsatz. Sind V, F' die Gegenpunkte zweier konformen 
Punktreihen; K, U die im Durchschnittspunkt der beiden Träger 
vereinigten Punkte; K\ L deren homologe Punkte, so ist die Yer- 
bindungslinie dieser letzteren der Verbindungslinie der beiden Ge- 
genpunkte parallel: -B^'ü|| VV\ 

Denn die Gerade VV wird von V^^V'^ in dem unendlich ent- 
fernten Punkte geschnitten (§. 7, 3). 

4. Lehrsatz. Liegen zwei konforme Punktreihen perspekti- 
visch, so dass der Durch schnittspunkt der Träger sich selber homolog 
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ist, und wird die eine Ponktreihe nm diesen Punkt gedreht, so be- 
schreibt das Projektionscentrnm einen Kreis, dessen Mittelpunkt der 
Gegenpunkt der festliegenden Reihe, und dessen Radius die Entfer- 
nung des andern Gegenpunktes vom Drehungspunkte ist. 

Legt man durch jeden Gegenpunkt eine Gerade parallel mit dem 
Träger der andern Beihe, so ist der Durchschnittspunkt dieser 
beiden Geraden das Projektionscentram. 

5. Zwei beliebige konforme Strahlenbüschel enthalten im 

allgemeinen zwei und nur zwei Paare homologer Strahlen j>|>' und 

qq^ ^ welche aus zwei auf einander senkrecht stehenden Strahlen 

eines jeden Büschels gebildet sind (p X fl » J^' JL flO* I^i® Strahlen 

p und q heissen die NormdlstraMen des einen, jß' und g! die NormaJr 

strahlen des andern Büschels. 

Es seien und 0' die Scheitel der beiden Strahlenbüscbel. 
Denkt man sich die letzteren perspektivisch gelegt und kon- 
struiert man dann den SIreis, der durch und 0' geht, und 
dessen Mittelpunkt auf der Frojektionsaze liegt, so braucht man 
nur die Durchschnittspimkte dieses Kreises und der Frojektions- 
aze mit 0' zu verbinden, um für jeden Büschel die beiden 
Normalstrahlen zu erhalten. 
Anm, Kur kongruente Strahlenbüschel haben keine Kormalstrahlen; 

oder, Wie man auch sagen kann, sie haben unendlich viele Kormal- 

strahlenpaare. 

6. Es seiei» zwei beliebige konforme Strahlenbüschel gegeben. 
Wir denken uns durch zwei homologe Strahlen jeden in zwei Halb- 
strahlenbüschel zerlegt und für jeden der beiden Strahlenbüschel 
einen der in ihm enthaltenen Halbstrahlenbüschel substituiert. 

Ist nun pi ein Normalhalbstrahl des einen , q\ der ihm nicht 

homologe Normalhalbstrahl des andern Halbstrahlenbüschels und 

sind Oia'i zwei ganz beliebige homologe Halbstrahlen, so hat das 

Produkt 

tg Pitti .tg q\a\ 
einen konstanten Wert. 

Dieser Wert heisst die Potenz der beiden Strahlenbüschel. 

Leicht auf (2) zurückzuführen. Errichtet man auf Pi in einem 
beliebigen Funkte P, auf gfi in einem Funkte Q' ein Lot, so 
sind die beiden Funktreihen, in welchen diese Lote von den 
Halbstrahlenbüscheln geschnitten werden, konform, und die 
Funkte P und Q^ sind die Gegenpunkte dieser Funktreihen. 
Änm. 1. Auch schon bei zwei nicht konzentrischen Strahlenbüscheln 
kann ihrer Fotenz ein bestimmtes Vorzeichen beigelegt werden. Übrigens 
ist zu beachten, dass auch bei den nämlichen beiden Strahlenbüscheln die 
Fotenz ihr Vorzeichen ändert, wenn die die Büschel in zwei Halbstrahlen- 
büschel zerlegenden Strahlen aus dem einen der von den beiden Kormal- 
strahlen gebildeten beiden Strahlenwinkelräume in den andern übertreten. 
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Anm, 2. Substituiert man für die beiden Normalstrahlen Pi und g\ 
beziehungsweise qi und p\j so erhält man als zugehörige Potenz den 
reciproken Wert der früheren Potenz. 

7. Liegen zwei konforme Strahlenbüschel perspektivisch, nnd 
verschiebt man den einen Büschel parallel mit sich selber in der 
Weise, dass in der Verbindungslinie der beiden Scheitel immer die 
nämlichen beiden homologen Strahlen vereinigt bleiben, so ver- 
schiebt sich die Projektionsaxe ebenfalls parallel mit sich selber. 

Leicht ohne Hülfe der Normalstrahlen zu beweisen und nur 
hierher gesetzt, um den Satz nicht von (4) zu trennen. 

10. Konjektivisohe konforme Funktreihen. Konzentrische 
konforme Strahlenbüschel. 1. Zwei konjektivische konforme 
Pnnktreihen heissen gleichlaufend oder ungleichlaufend ^ je nachdem 
zwei homologe Punkte bei der Beschreibung homologer Strecken sich 
in einer und derselben oder in entgegengesetzten Richtungen fort- 
bewegen. 

2. Bei zwei gleichlaufenden Reihen ist die Potenz negativ; bei 
ungleichlaufenden ist dieselbe positiv. 

3. Jeder Punkt des gemeinsamen Trägers, welcher sich selber 
homolog ist, heisst ein Doppelpunkt (Hauptpunkt oder Ordnungs- 
punht) der beiden Punktreihen. 

4. Ist M das Centrum der beiden Gegenpunkte ü und V\ 2 a 
die Länge der von diesen beiden Punkten begrenzten Strecke, tc die 
Potenz der beiden Punktreihen, endlich x die Entfernung eines 
Doppelpunktes von M, so ist 

x^ — a* = jr 

X =±y (a^ + n). 

Zwei konjektivische konforme Punktreihen haben also zwei, 
reelle oder imaginäre, Doppelpunkte, welche allemal symmetrisch 
zu den beiden Gegenpunkten liegen. 

Zwei ungleichlaufende Reihen haben immer zwei reelle, die 
Gegenpunkte einschliessende Doppelpunkte. 

Zwei gleichlaufende Reihen haben zwei reelle, von den Gegen- 
punkten eingeschlossene, Doppelpunkte, wenn die Potenz n zwischen 
Null und — a^ liegt. Ist 3r = — a^, so fallen beide Doppelpunkte 
mit dem Centrum der beiden Gegenpunkte zusammen. Ist jt < — a^, 

so sind die beiden Doppelpunkte imaginär. 

Anm. 1. Zwei imaginäre Punkte dürfen hiernach als gegeben an- 
gesehen werden, sobald zwei konjektivische konforme Punktreihen gegeben 
sind, als deren Doppelpunkte dieselben auftreten. 

Anm, 2. Zwei ähnliche (proportionale) Punktreihen haben nur einen 
darstellbaren Doppelpunkt. Der andere liegt in unendlicher Entfernung. 
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Dasselbe gilt von zwei angleichlaufenden kongruenten Punktreihen. 
Grleichlaufende kongruente Beihen haben nur den einen, unendlich ent- 
fernten Doppelpunkt. — Umgekehrt, haben izwei konjektivische konforme 
Punktreihen mit unendlich entfernten Gegenpunkten keinen in endlicher 
Entfernung liegenden Doppelpunkt, so bilden sie zwei gleichlaufende kon- 
gruente Punktreihen. 

5. Das anharmonische Verhältnis der beiden Doppelpunkte 
und eines beliebigen Paares homologer Punkte hat einen konstanten 
Wert. Modulus der Konformität. 

Sind H und K die beiden Doppelpunkte, AÄ' und BB' 
zwei beliebige Paare homologer Punkte, so ist: 

HKÄB'Ä HKÄ'B'. 

Also auch 

HKAÄ' A HKBB\ 

6. Bei zwei gleichlaufenden Eeihen mit imaginären Doppel- 
punkten giebt es in der Ebene zwei, zu dem Träger symmetrisch 
liegende Punkte P und Q^ in deren jedem die von zwei homologen 
Punkten begrenzten Strecken unter einem und demselben Winkel 
erscheinen. 

Es seien U und F', wie gewöhnlich, die beiden Gegenpunkte und M 
ihr Centrum. Wir sehen M als einen Punkt der nicht accentuierten Beihe 
an, so liegt derselbe immer zwischen V und dem' ihm homologen. Punkte 
M'. Errichten wir nun in M auf dem Träger der [beiden Punktreihen 
ein liot und beschreiben wir über ilf ' F' als Durchmesser einen Kreis, so 
sind die Dnrchschnittspunkte dieses letzteren und des Lotes die erwähn- 
ten beiden Punkte P und Q. 

Man übersieht leicht, dass 

SB. P — MUV^ ^ SB. P — M' W^ V, 

Setzt man die negative Potenz der beiden Punktreihen ti = — p\ 
und die Strecke CT F' = 2 a, so ist 

TM^ = i)2 -. a2, 

d. h. PM ist der Modul der beiden imaginären Doppelpunkte. 

Umkehrung. Wenn ein Winkel von konstanter Grösse sich um seinen 
Scheitelpunkt dreht, so schneiden seine Schenkel eine beliebige Gerade in 
zwei gleichlaufenden konformen Punktreihen mit imaginären Doppelpunk- 
ten. Das Centrum und der Modul dieser beiden Doppelpunkte sind unab~ 
hängig von der Grösse des Winkels. 

7. Zwei konzentrische konforme Strahlenbüschel heissen (wie 
zwei konforme Strahlenbüschel überhaupt) gleichlaufend oder un- 
gleicMaufend y je nachdem der Drehung eines Strahls des einen 
Büschels in einem beliebigen Sinne, eine Drehung des homologen 
Strahles des zweiten Büschels in demselben oder in entgegengesetz- 
tem Sinne entspricht. 

Seeger, neuere Gheometrie. 3 
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8. Zwei konzentrische konforme Strahl enbüschel haben zwei, 
reelle oder imaginäre, Doppelstrählen. Zwei nngleichlanfende Strah- 
lenbüBchel haben immer zwei reelle Doppelstrahlen. Bei zwei 
gleichlanfenden Büscheln sind die beiden Doppelstrahlen bald reell, 
bald imaginär; anch können dieselben in einen einzigen Strahl zu- 
sammenfallen. 

Leicht auf (4) zurückzufahren. Die beiden Strablenbüschel 
schneiden eine beliebige Gerade in zwei konjekti viseben konformen 
Punktreihen, und jedem Doppelpunkt der letzteren entspricht 
ein Doppelstrabl der ersteren. 

9. Die Doppelstrahlen liegen immer symmetrisch zu je zwei 

nicht homologen Normalstrahlen. Eoincidieren also die beiden ersteren, 

so fallen sie mit einer Symmetrale der letzteren zusammen. 

Man lege eine Gerade senkrecht gegen eine Symmetrale 
zweier nicht homologenTNormalstrahlen, etc. 

10. Das anharmonische Verhältnis der beiden Doppelstrahlen 
und eines beliebigen Paares homologer Strahlen hat einen konstan- 
ten Wert. 



C^ Die involutorisolien Orundgebilde. 

11. Die involutorische Punktreihe. 1. Liegen zwei kon- 
jektiyische konforme Panktreihen so, dass ihre beiden Gegenpunkte 
in einem Punkte des gemeinsamen Trägers koincidieren, so heissen 
sie in Involution befindlich oder invölutorisch liegend. 

2. Bei dieser Lage der beiden Punktreihen ist jedem Punkte Ä 
des gemeinsamen Trägers, man mag ihn als der einen oder der 
andern Punktreihe zugehörend ansehen, in beiden Fällen ein und 
derselbe Punkt Ä' homolog. Man fasst daher die beiden Punkt- 
reihen als eine einzige Beihe mit paarweise einander zugeordneten 
Punkten auf und nennt dieselbe eine involutorische Punktreihe. Der 
Punkt 0, welcher dem unendlich entfernten Punkt des Trägers zu- 
geordnet ist, behält den Namen GegenpunM und das konstante Pro- 
dukt seiner Entfernungen von zwei beliebigen zugeordneten Punk- 
ten wird, ebenfalls in Übereinstimmung mit dem früheren, die 
Potenz der inyolutorischen j^unktreihe genannt. 

3. Ist eine involutorische Punktreihe so konstruiert, dass zwei 
zugeordnete Punkte bei der Beschreibung zugeordneter Strecken 
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sich in einer nnd derselben Richtung fortbewegen, so heisst dieselbe 
eine elliptische invölutorische PunMreihe oder kurzweg eine elliptische 
Reibe. Entspricht aber der Bewegung eines Punktes in einer be- 
liebigen Richtung eine Bewegung des zugeordneten Punktes in der 
entgegengesetzten Richtung, so heisst die Reihe eine hyperbolische 
Punktreihe, 

In der elliptischen Punktreihe ist die Potenz negativ. Je zwei 
zugeordnete Punkte schliessen den Gegenpunkt ein, und zwei be- 
liebige zugeordnete Punkte werden durch zwei beliebige andere 
zugeordnete Punkte von einander getrennt. 

In der hyperbolischen Punktreihe ist die Potenz positiv. Je 
zwei zugeordnete Punkte liegen auf einer und derselben Seite des 
Gegenpunktes und zwei zugeordnete Punkte können niemals durch 
zwei andere zugeordnete Punkte von einander getrennt sein. 

Anm. In cdngulären Fällen stösst man auch auf involatorische Fonkt- 
reihen, deren Potenz = ist. Eine Beihe dieser Art heisst eine para- 
bolische Funktreihe. In einer solchen ist der Gegegenpunkt jedem be- 
liebigen Fankte des Trägers zugeordnet. 

4. Die elliptische Punktreihe hat zwei imaginäre, die hjper- 
polische zwei reelle Doppelpunkte. Dieselben liegen auf entgegen- 
gesetzten Seiten des Gegenpunktes, gleich weit von diesem ent- 
fernt 

Änm. 1. Zwei imaginäre Fankte können hiemach als gegeben an- 
gesehen werden, sobald eine elliptische Funktreihe gegeben ist, als deren 
Doppelpunkte sie auftreten. 

Änm. 2. Ist der Gegenpunkt, n die Fotenz einer involutorischen 
Funktreihe, so sind zwei zugeordnete Funkte ÄÄ' bestimmt, sobald der 
Halbierungspunkt M der von ihnen begrenzten Strecke gegeben ist. Setzt 
man nämlich M = d, MA = a?, so ist 

d^ — aj2 = 71 

X = y(d^ ~ n). 

Ist nun n <. Of so sind A und A' für jede Lage des Funktes M reell. 
Ist aber n positiv, so werden A und A' imaginär, sobald d -<, n. 

Hieraus folgt, dass man bei der hyperbolischen Funktreihe auch von 
zogeordn^en imaginären Funkten reden kann; nicht aber bei der ellipti- 
schen Beihe. 

5. Die (reellen oder imaginären) Doppelpunkte werden durch 
je zwei zugeordnete Punkte harmonisch getrennt. — Umkehrung. 

Folgt unmittelbar aus §. 4, 9. 

6. Zwei konjektivische konforme Punktreihen befinden sich 
immer in involutorischer Lage, sobald irgend zwei Punkte des Trä- 
gers einander doppelt homolog sind. 

3* 
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Vor. AA'BCJ, A'AB'C. 

Beh. AA'B*GJ\ A'ABC, 

Bew. Aus der Vor. folgt (§. 3, 3): AA'BCJ^ AA' C'B', 
Daraus wieder (§. 3, 4): AA'B' C Ä AA' C'B, 
Hieraus endlich (§. 3, 3) : A A' B' C J\ A' AB C. 

4 

7. Handelt es sich bloss darum, irgend eine involutorische 
Pnnktreihe zu konstruieren, so kaun man zu zweien Punkten AB 
auf deren Verbindungslinie die zugeordneten Punkte A'B' ganz 
willkürlich annehmen. Sind aber auf diese Weise zwei Paare 
zugeordneter Punkte festgelegt, so ist die Reihe vollkommen be- 
stimmt. 

8. Legt man durch einen beliebigen Punkt M der Ebene und 
durch je zwei zugeordnete Punkte einer involutorischen Punktreihe 
einen Kreis , so haben alle diese Kreise ausser dem Punkte M noch 
einen zweiten Punkt N mit einander gemein, und die Verbindungs- 
linife MN geht stets durch den Gegenpunkt 0. 

Umgekehrt , haben drei oder mehr Kreise zwei Punkte M und 
N mit einander gemein , so bilden die Punktpaare , in denen diese 
Kreise von einer beliebigen Geraden geschnitten werden, eine invo- 
lutorische Punktreihe, deren Gegenpunkt auf der Verbindungs- 
linie der Punkte M und N liegt. 

Sind A und A^ im ersten Falle zwei beliebige zugeordnete 
Punkte der involutorischen Punktreihe, im zweiten Falle die- 
jenigen beiden Punkte, in denen einer der Kreise von der be- 
treffenden Geraden geschnitten wird, so ist beide male (El. d. 
Geom. §.212): 

OA . OA' = OM , 0N= konst. 

9. Konstruiert man über jeder von zwei zugeordneten Punk- 
ten begrenzten Strecke als Durchmesser einen Kreis, so schneiden 
sich alle diese Kreise in denselben zwei Punkten. Diese Punkte 
sind für eine elliptische Reihe reell, für eine hyperbolische Reihe 
imaginär, und die Verbindungslinie derselben, die immer reell ist 
und auf dem Träger der Reihe senkrecht steht, geht in dem einen 
wie im andern Falle durch den Gegenpunkt der Reihe. ^ 

Ist der Gegenpunkt, Ti'die Potenz, und konstruiert man 
auf dem in auf dem Träger der Reihe errichteten Lote die- 
jenigen beiden Punkte P und Q, deren Entfernung von = V?? 
ist, so ist leicht zu zeigen, dass jeder der Kreise das Lot in 
diesen beiden Punkten schneidet. 

10. Bei einer elliptischen Punktreihe giebt es immer zwei 
symmetrisch zu ihrem Träger gelegene Punkte, in denen jede von 
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zwei zugeordneten Pnnkten begrenzte Strecke unter einem rechten 
Winkel etßcheint. 

Umgekehrt, dreht sich ein rechter Winkel um seinen Scheitel- 
punkt, 80 bilden die Punktpaare, in denen seine Schenkel eine be- 
liebige Gerade schneiden, eine elliptische Punktreihe. 
Einfi^che Tolgerong aus (9). 

1 1 . Verbindet man einen beliebigen Punkt der Ebene mit je zwei 
zugeordneten Punkten einer involutorischen Punktreihe, so erhält man 
einen involutorischen Strahlenbüschel (s. den folgenden Paragraphen). 

12. Der involutorische StrahlenbüsoheL 1. Wenn zwei 
konforme Strahlenbüschel so auf einander gelegt werden, dass 
die Normalstrahlen pg^ des einen Büschels beziehungsweise auf die 
ihnen nicht homologen Normalstrahlen q'p' des andern Büschels 
fallen, so bilden dieselben einen involutorischen Strahienbüschel mit 
paarweise einander snigeordneten Strahlen. 

Die beiden zugeordneten Strahlen, welche senkrecht auf ein- 
ander stehen, heissen die Normalstrahlen des Büschels. 
Aus der in §. 9, 6 entwickelten Gleichung 

tg pi üi . tg q'i a\ = konst. 

folgt sofort, dass wenn p^ und q^ zusammenfallen, je zwei Halb- 
strahlen wie a^ und a\ einander doppelt homolog sind. 

Äntn. Zwei um einen Punkt vereinigte gleichlaufende kongruente 
Strahienbüschel liegen involutorisch, wenn irgend zwei homologe Strahlen 
senkrecht auf einander stehen. Es stehen dann je zwei zugeordnete Strah- 
len senkrecht auf einander. Umgekehrt, stehen zwei Strahlen eines in- 
volutorischen Strahlenbüschels auf den ihnen zugeordneten Strahlen senk- 
recht, so steht jeder Strahl auf seinem zugeordneten Strahle senkrecht. 
Cirkularer Strahienbüschel. 

Zwei ungleichlanfende kongruente Strahienbüschel befinden sich, wenn 
sie konzentrisch sind, immer in involutorischer Lage und bilden dann 
einen symmetrischen Strahienbüschel. 

2. Ein involutorischer Strahienbüschel schneidet jede beliebige 
Gerade in einer involutorischen Punktreihe. 

3. Der involutorische Strahienbüschel ist, wie die involutorische 
Punktreihe, entweder elliptisch oder hyperbolisch. Im ersten Falle 
drehen sich zwei zugeordnete Strahlen bei der Beschreibung zu- 
geordneter Winkelräume, in einem und demselben Sinne ; im zweiten 
Falle entspricht der Drehung eines Strahles in dem einen Sinne eine 
Drehung des zugeordneten Strahles im entgegengesetzten Sinne. 

4. Beim elliptischen Strahienbüschel werden je zwei zugeordnete 
Strahlen, wie durch je zwei andere zugeordnete Strahlen, so auch 
durch die Normalstrahlen von einander getrennt. 
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Beim hyperbolischen Strahlenbüschel durchsetzen je zwei zu- 
geordnete Strahlen einen und denselben der von den Normalstrahlen 
oder zwei beliebigen andern zugeordneten Strahlen gebildeten beiden 
Strahlenwinkelräume. 

5. Der elliptische Strahlenbüschel hat zwei imaginäre, der 
hyperbolische zwei reelle Doppelstrahlen. 

Die Normalstrahlen sind die Symmetralen der beiden Doppel- 
strahlen. 

6. Jedes Paar zugeordneter Strahlen bildet mit den beiden 
(reellen oder 'imaginären) Doppelstrahlen vier harmonische Strah- 
len. — ümkehrung. 

7. Zwei konzentrische konforme Strahlenbüschel befinden sich 
in involutorischer Lage, sobald irgend zwei Strahlen einander dop- 
pelt homolog sind. 

8. Handelt es sich bloss darum, einen beliebigen involutori- 
schen Strahlenbüschel zu konstruieren, so darf man zu zwei Strah- 
len a und h die zugeordneten Strahlen a' und &' ganz willkürlich 
annehmen. Sind aber zwei Paare zugeordneter Strahlen festgelegt, 
so ist der inyolutorische Strahlenbüschel vollkommen bestimmt. 

13. Systeme von drei in Involution befindlichen Punkt- 
oder Strahlenpaaren. 1. Man sagt: drei Punkt- oder Strahlenpaare 
sind in Involution befindlich, oder sie bilden eine Involution^ wenn 
dieselben als ebenso viele Paare zugeordneter Punkte oder zugeord- 
neter Strahlen einer involutorischen Punktreihe oder eines involuto- 
rischen Strahlenbüschels angesehen werden können. 

2. Lehrsatz, Sind H und K die beiden Doppelpunkte zweier 
konjektivischen konformen Punktreihen, AA' undiBB' zwei beliebige 
Paare homologer Punkte, so bilden die drei Punktpaare HK, AB\ 
A' B immer eine Involution. 

Reciproke Umbildung des Satzes. 

Beweis. Es ist HKAB 7\ HKA'B'. 

Folglich auch HKAB A KHB'A', 

eine Konformität, in welcher H und K einander doppelt homo- 
log sind. 
Anm, Der Satz gilt auch noch dann, wenn die beiden Doppelpunkte 
H und K imaginär sind. 

3. Lehrsatz, Sind AA' BG vier beliebige Punkte einer geraden 
Linie, und konstruiert man die beiden Punkte B* und C, welche 
den Punkten B und C in Bezug auf A und A' harmonisch zu- 
geordnet sind , so bildet das Punktpaar A AI sowohl mit den ^eiden 
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Punktpaaren B G und J5' C, als auch mit B C und B' G drei in In- 
volution befindliche Punktpaare. — Beciproke Umbildung. 

Es ist: AA' BB'f\ A'ACC'f\ A'AC'C, 

4. Lehrsate. Die drei Punktpaare, in denen die drei Paare, 
gegenüberliegender Seiten eines vollständigen Vierecks von einer 
beliebigen Geraden geschnitten werden, bilden eine Involution. 

Die drei Strahlenpaare, welche die drei Paare gegenüberliegen- 
der Ecken eines vollständigen Vierseits mit einem beliebigen Punkte 
der Ebene verbinden, bilden eine Involution. 

Beweis. Es sei (Fig. 9) GHIK ein beliebiges Yollständiges 
Viereck, und es werde eine Gerade von den aus G auslaufenden 

drei Seiten GH^ Gl, GK in A, 



Fig. 9. 




B, C ; von den drei ihnen gegen- 
überliegenden Seiten in A\ B ', C 
geschnitten, so ist 

SB. G — IKA'A 7v SB. H 
— IKA'A, 

da je zwei homologe Strahlen sich 
in einem Punkte der Seite IK 
'schneiden. 

Daraus folgt: 



oder 



PB. BCA'A~/\ C'B'A'A 



BCA'AJ\B*C'AA\ 

wo A und A* einander doppelt homolog sind. 
Folgerung l. Konstruiert man über jeder der drei Diagonalen eines 
vollständigen Vierseits als Durchmesser einen Kreis, so schneiden sich die 
drei Kreise in den nämlichen beiden Punkten. Die drei Halbierungs- 
punkte der Diagonalen liegen also in gerader Linie. 

Sind AA\ B B' , C C ^q drei Paare gegenüberliegender 
Ecken, und schneiden sich die über AA' und BB' als Durch- 
messer konstruierten Kreise in M und N, so liegt jeder dieser 
Punkte, z. B. M, auch auf dem über C C errichteten Kreise. Denn 
da MA JL MA\ MB _L MB\ so muss auch MC senkrecht 
auf Jf C" stehen. (§. 12, 1, Anm.) 
Folgerung 2. Zieht man aus einem Punkte sechs Gerade parallel 
mit den sechs Seiten eines vollständigen Vierecks, so bilden dieselben drei 
in Involution befindliche Strahlenpaare. 

Denn die sechs Punkte, in denen die sechs Seiten die unend- 
lich entfernte Gerade schneiden, bilden drei in Involution be- 
findliche Punktpaare. 
Daraus folgt noch, dass, wenn zwei Seiten eines vollständigen Vier- 
ecks auf den ihnen gegenüberliegenden Seiten senkrecht stehen, immer 
auch die beiden noch übrigen Seiten aufeinander senksecht stehen müssen. 

5. Lehrsatz, Bezeichnet man mit a, &, c die drei Strahlen, 

welche einen beliebigen Punkt M der Ebene mit den drei Ecken 
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eines Dreiecks verbinden, nnd mit Ä, B, C die drei Punkte, in denen 
eine beliebige Gerade m die jenen Ecken gegenüberliegenden Seiten 
des Dreiecks schneidet, so bilden die drei Strahlen a, h, c mit den 
Strahlen Mu4, MB, MG drei in Involution befindliche Strahlenpaare, 
und die drei Punkte ABC mit den drei Durchschnittspunkten ma, 
mh, mc drei in Involution befindliche Punktpaare. 
/ Nur ein anderer Ausdruck für das vorhergehende Theorem. 

6. Lehrsatis. Sind AA\ BB\ CC drei in Involution befind- 
liche Punktpaare, so ist 

AB.AB' _ A'B,ÄB' 
AG.AC'~ÄG.AG'' 

Natürlich; denn, da 

AA'BCK A'AB'G', 

AB AG __ A'B' A'C* 
A'B ' AG" AB' ' AC' 



so ist auch 



14. Zwei konjektivische involutorisclie Fiinktreihen und 
zwei konzentrische involutorische Strahlenbüscbel. Sind zwei 
involutorische Punktreihen in einer und derselben Geraden, oder 
zwei involutorische Strahlenbüschel um einen und denselben Punkt 
vereinigt, und ist wenigstens eins der beiden involutorischen Grund- 
gebilde ein elliptisches, so haben diese beiden Gebilde ein Paar 
zugeordneter Elemente mit einander gemein. 

Sind aber beide Grundgebilde hyperbolisch, so haben sie nur 
dann ein gemeinsames Paar zugeordneter Elemente, wenn die Doppel- 
elemente des einen Gebildes nicht durch die Doppelelemente des 
anderen von einander getrennt werden. 

Es seien (a) und (6) zwei in derselben Geraden vereinigte 
involutorische Punktreihen. 

1. Ist sowohl (a) als (6) eine elliptische Punktreihe und ist 
(§. 11, 10) P einer der beiden Punkte, in welchem jede von zwei 
zugeordneten Punkten derBeihe (a) unter einem rechten "Winkel 
erscheint, Q der mit P auf derselben Seite des gemeinschaft- 
lichen Trägers befindliche analoge Punkt für die Beihe (J), so 
schneidet der Kreis, dessen Mittelpunkt auf diesem Träger liegt 
und der durch die Punkte P und Q geht, den Träger in zwei 
Punkten, welche für die eine wie für die andere Beihe ein Paar 
zugeordneter Punkte bilden. 

2. Ist, allgemeiner, die Punktreihe (a) elliptisch, (b) be- 
liebig elliptisch oder hyperbolisch, so bilden die Strahlen, welche 
den Punkt P mit je zwei zugeordneten Punkten der Beihe (b) 
verbinden, einen involutorischen Strahlenbüschel. Die beiden 
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Normalstrahlen dieses Btrahlenbüschels schneiden den Träger in 
zwei Punkten, die in beiden Punktreihen einander zugeordnet 
sind. 

3. Ist sowohl (a) als (b) eine hyperbolische Punktreihe, 
.und sind J.^ die beiden Doppelpunkte von (a), B^ die beiden 
Doppelpunkte von (&), so müssen, wenn (a) und (6) ein Paar 
zugeordneter Punkte M^ mit einander gemein haben sollen, 
diese beiden Punkte sowohl Ä und %, als auch B und % har- 
monisch trennen. Man kann also M und ^ als die Doppel- 
punkte einer involutorischen Punktreihe ansehen, in welcher 
A% und B^ zwei Paare zugeordneter Punkte bilden. 



16. Das mvolutorische Dreiseit und das inTolutorisolie 

Dreieck*). 1. Es seien (a) und (b) zwei beliebige (nicht kon- 
jektiviscbe) involutorischePuiktreihen. Wir bezeichnen je zwei zu- 
geordnete Punkte der erstell Reihe durch Ä und 9, der zweiten 
Reihe durch B und S, und unterscheiden die verschiedenen Punkt- 
paare durch Indices, die wir den Buchstaben unten anhängen: 
Aiti,A<i%, etc. 

Wir bezeichnen ferner den Durchschnittspunkt der beiden Trä- 
ger ab, als einen Punkt der Beihe (a) angesehen, mit Au, als einen 
Punkt der Beihe (b) angesehen, mit Sj, die betreffenden zugeordne- 
ten Punkte also mit 91^ und ^i, und denket uns diese letzteren 
durch eine Gerade c verbunden. 

Sind nun Ai und %i zwei beliebige zugeordnete Punkte der 
Reihe (a), und denken wir uns Ai mit allen Punkten der Beihe (b), 
9i mit den ihnen zugeordneten Punkten dieser Beihe verbunden, 
so erhalten wir zwei konforme Strahlenbüschel 

uli — JBi53..JBi..S3i.932..a3i..undSli— »i952..Si..5i-Ba..J?i.., 

welche die Gerade c in zwei konformen Punktreihen schneiden. Nun 
übersieht man aber sofort, dass diejenigen beiden Punkte, in denen 
c von a und b geschnitten wird, einander doppelt homolog sind. Die 
beiden Punktreihen befinden sich also in involutorischer Lage, und 
jene beiden Punkte stellen ein Paar zugeordneter Punkte der so auf 
c konstruierten involutorischen Punktreihe dar. Wir bezeichnen 
dieselben als solche mit Gm und @ni* 

Zu den beiden gegebenen involutorischen Punktreihen (a) und 
(&) hat sich hiernach eine dritte (c) gesellt, und die drei Geraden 



*) Die Sätze dieses Paragraphen sind interessante Folgerungen aus 
den vorhergehenden Sätzen. Zur Anwendung gelangen dieselben aber erst 
in §. 77. 
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o, 6, c bilden, wie wir es nennen wollen, ein invölutorisches Dreiseity 
in welchem je zwei Ecken ein Paar zugeordneter Pnnkte der in der 
betreffenden Seite enthaltenen involutoridchen Panktreihe bilden, 
und das die folgende merkwürdige Eigenschaft besitzt: 

Die beiden Geraden, welche zwei beliebige zugeordnete Punkte 
der einen Reihe mit zwei beliebigen zugeordneten Punkten einer 
der beiden andern verbinden, schneiden die dritte Reihe ebenfalls 
in zwei zugeordneten Punkten derselben. 

Es seien Ap %p und Bq 9, zwei beliebige Paare zugeord- 
neter Funkte der Reihen (a) und {b). Wir haben zu zeigen, dass 
die Geraden Äp Bq und % ©, (oder Ap SB, und % Bq ) durch 
zwei zugeordnete Punkte der Beihe (c) gehen. 

Denken wir uns die Punkte 5, und 33, (wie oben die Punkte ^j 
und^]) als die Scheitel zweier konformen Strahlenbüschel, deren 
jede zwei homologe Strahlen durch zwei zugeordnete Punkte der 
Punktreihe (a) gehen, so schneiden diese Strahlenbüschel die 
Gerade c in einer involutorischen Punktreihe , und es kommt 
nur noch darauf an zu zeigen, dass diese Punktreihe mit der 
zuerst auf c gebildeten involutorischen PB. identisch ist. 

Dass letzteres aber der Fall, folgt einfach daraus, dass erstens 
die beiden Funkte Cm und @^m, und zweitens die beiden Punkte, 
in denen c von Bq A^ und IB, St^ geschnitten wird, für die eine 
wie für die andere 'Beihe einander zugeordnet sind. 

Dass man sich eine beliebige der beiden Beihen (a) und (5), 
aus (c) und der andern Beihe ebenso entstanden denken kann, 
wie wir im obigen (c) aus (a) und {b) haben entstehen lassen, 
braucht kaum erwähnt zu werden. 

Der eben bewiesene Satz lässt sich auch wie folgt ausdrücken: 
Liegen irgend drei Punkte Ap, Bq, Cr der drei Reihen in gerader 
Linie, so liegen auch die drei zugeordneten Punkte 3(p, Sg, ^r ^^ 
gerader Linie. 

Namentlich also liegen auch immer die Gegenpunkte der 
drei Punktreihen in einer und derselben geraden Linie. 

Als dreien Punkten der unendlich entfernten Geraden zu- 
geordnet. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass entweder alle drei Punkt- 
reihen elliptisch, oder alle drei hyperbolisch, oder eine hyperbolisch 
und die beiden andern elliptisch sind. 

Der vierte Fall, dass zwei hyperbolisch wären und die dritte 
elliptisch, kann nicht vorkommen. Denn, sind beispielsweise (a) 
und (&) zwei hyperbolische Punktreihen, so hat jede Beihe zwei 
reelle Doppelpunkte. Sind dieses die Punkte A und A* in (a), 
B und B' in (&), so sind die Punkte, in denen AB und AB' 
die Geraden A' B* und -4' B schneiden, zwei reelle Doppelpunkte 
der Beihe (c). Folglich ist auch diese eine hyperbolische Beihe. 
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2. Dem involutorischen Dreiseit abc steht das inyolntorische 
Dreieck ABC gegenüber. Jede Ecke des letzteren erscheint als 
der Scheitel eines inyolutorischen Strahlenbüschels, in welchem die 
beiden aus der betreffenden Ecke auslaufenden Seiten als zwei zu- 
geordnete Strahlen figurieren; und die drei Strahlenbüschel hängen 
so mit einander zusammen, dass die Punkte, in denen zwei zu- 
geordnete Strahlen (a^, a^) des einen Büschels zwei zugeordnete Strah- 
len (hqy bg) eines der beiden andern Büschel schneiden (d. h. die 
beiden Punkte ttp hq und Op bq , oder auch Op 6g und Qp hq) auf zwei 
zugeordneten Strahlen des dritten Büschels liegen. 

Oder: Haben irgend drei Strahlen üphqCr einen gemeinschaft- 
lichen Durchschnittspunkt, so haben auch die drei zugeordneten 
Strahlen a^bgCr einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt. 



Zweites Kapitel. 



Von der Eollineation. 



16. Eollineare Fünfecke und kollineare Fünfseite. 
1. Zwei auf einander bezogene vollständige Fünfecke heissen 
kollinear, wenn jeder Seitenbüschel des einen Fünfecks dem ihm 
homologen Seitenbüschel des andern Fünfecks konform ist. 

Zwei auf einander bezogene yoUständige Fünfseite heissen kölr 
linear, wenn jede Eckenreihe des einen Fünfseits der ihr homologen 
Eckenreihe des andern Fünfseits homolog ist. 

Die Möglichkeit solcher Figuren wird der gleich folgende 
Satz darthun. 

2. Zwei Yollständige Fünfecke sind kollinear, wenn irgend zwei 
Seitenbüschel des einen Fünfecks den ihnen homologen Seiten- 
büscheln im andern Fünfeck konform sind. 

Zwei vollständige Fünfseite sind kollinear, wenn irgend zwei 
Eckenreihen des einen Fünfseits beziehungsweise den ihnen homo* 
logen Eckenreihen des andern Fünfseits konform sind, 
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Es sei (Fig. 10) in den vollständigen Fünfecken ABC DE 
und Ä'BfC'B'E' 

Fig. 10. 





SB. A - BCDE7\ SB. A' — B*C'B'E\ 
SB. B — ^ CBE Ä SB. B' — A! C'B'E', 

Wir zeigen, dass dann auch 

SB. C - ABBE A SB. C — A'B'B*E'. 

Aus der Voraussetzung folgt: 

PB. FGDEJ^ PE. F*G*B'E\ 
VB.. FHBE 7\ PR. F'WB'E'. 



Folglich auch 



und also 



oder 



PR. GEBET, PR. G'H'B'E' 



SB. — GETBE A SB. C — G'WB*E* 



SB. - ABBE A SB. C — A'B'B'E', Q.E.D. 

3. Sind zwei vollständige Fünfecke kollinear, so ist auch jedes 
in dem einen Fünfeck enthaltene vollständige Fünfseit dem in dem 
andern Fünfeck enthaltenen homologen Fünfseite kollinear. 

Jede Eckenreihe eines solchen Fnnfseits ist der Schnitt eines 
Seitenhüschels des betreffenden Fünfecks. 

Sind zwei vollständige Fünfseite kollinear, so ist auch jedes 
in dem einen Fünfseite enthaltene vollständige Fünfeck dem in dem 
andern Fünfseit enthaltenen homologen Fünfecke kollinear. 

Jeder Seitenbüschel eines solchen Fünfecks ist der Schein 
einer Eckenreihe des betreffenden Fünfseits. 

4. Eb seien AB GDEF und A'B'C'B'E'F' zwei auf einander 
hezogene vollständige Sechsecke, so enthält jedes dieser Sechsecke 
sechs vollständige Fünfecke. Sind nun zwei Fünfecke der ersten 
Figur beziehungsweise den ihnen homologen Fünfecken der zweiten 
Figur kollinear, so ist auch jedes andere Fünfeck der ersten Figur 
dem ihm homologen Fünfeck in der zweiten Figur kollinear. 

Reciproke Umbildung des Satzes. 
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Es seien die Fünfecke AB CDE vmdAB CDF beziehungs- 
weise den Fünfecken A' B* C D* E' und A* B* C* D* F' kolli- 
near. Wir zeigen, dass beispielsweise dann auch die Fünfecke 
AB CEF und A'B'G'E'F' einander kolUnear sind. 

Aus der Voraussetzung folgt, dass 

SB. A — BCDEFJ^ SB. A' — B'C'B'E'F', 

SB. B — ACDEFJ^ SB. B' — A'C'D'E'F'. 

Damit aber ist nachgewiesen, dass zwei Seitenbüschel des Fünf- 
ecks AB CEF den ihnen entsprechenden Seitenbüscheln des 
Fünfecks A'B'C'E'F' konform sind. 

17. Kollineare Systeme. 1. Zwei auf einander bezogene 
ebene Systeme heissen kollinear, wenn je zwei homologe Fünfecke, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn je zwei homologe Fünf- 
seite kollinear sind. 

Die Möglichkeit solcher Systeme ist durch die Sätze des 
vorhergehenden Paragraphen dargethan. 

2. Handelt es sich bloss dämm, zu einem gegebenen Systeme 
ein beliebiges ihm kollineares System zu konstruieren, so kann man 
einem beliebigen vollständigen Viereck (oder Vierseit) des ersten 
Systems ein beliebiges Viereck (oder Vierseit) des zweiteji Systems 
homolog setzen. Sind aber auf solche Weise vier Paare homologer 
Punkte (oder Geraden) festgelegt, so sind die beiden Systeme voll- 
kommen bestimmt. 

3. Aas der Definition unmittelbar sich ergebende Eigenschaf- 
ten koUinearer Systeme sind: 

a. Liegen drei Punkte des einen Systems in gerader Linie, so 
liegen auch die homologen Punkte des andern Systems in gerader 
Linie, und haben drei Gerade in dem einen System einen gemein- 
schaftlichen Barchschnittspunkt, so haben auch die homologen Ge- 
raden im andern System einen gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
punkt. 

b. Je zwei homologe Panktreihen sind einander konform; 
ebenso je zwei homologe Strahlenbüschel. 

4. Sind a und h irgend zwei feste Gerade des einen Systems, 
a und 2)' die homologen Geraden im andern Systeme , nnd M and 
M' zwei beliebige homologe Punkte, so steht der Exponent des 
Punktes M in Bezug auf a and h zu dem Exponenten des Panktes 
M' in Bezug auf a' und 1/ in einem konstanten Verhältnisse. 

Sind A und B irgend zwei feste Punkte des einen Systems 
und A\ B! die homologen Punkte im andern System; sind ferner 
m und wl zwei beliebige homologe Gerade, so steht der Exponent 
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der Geraden m in Bezng auf A und B zum Exponenten von m' in 
Bezug auf Ä' und B ' in einem konstanten Verhältnisse. 

Beweis des ersten Satzes. Ist NN' ein beliebiges zweites 
Paar homologer Punkte, so ist zu zeigen, dass 

oM a'M' _ oN a'N* 
bM ' VM' "• hN' b'N'' 

Es schneide die Gerade MN die beiden Geraden a und b in 
£|ünd L, und ebenso M'N' die Geraden a' imd V in K! und 
i', so ist 

MNKL7\ M*N'K*L'. 

Es verhält sich also 

MK ML _ M'K' . M'L' 

NK' NL '~ N'K' ' N'L'' 
Kup ist aber 

MK aM ML bM 



NK"' aN' NL "" bN 
Folglich etc. 



etc. 



5. Sind AB und CD irgend zwei* feste Strecken des einen 
Systems und A' B\ CD' die homologen Strecken im andern Systeme; 
sind ferner M und M' zwei beliebige homologe Punkte, so hat auch 
das ans den Flächenräumen der vier Dreiecke MAB, MCD und 
M'A'B', M'C'D' gebildete Doppelverhältnis: 

A MAB A M'A'B * 
A MCD' A M'C'd' 

einen konstanten Wert. 

Natürlich; denn sind^ und^' zwei beliebige andere homo- 
loge Punkte, so verhalten sich die Dreiecke MAB and NAB 
wie die Entfernungen der Punkte M und N von AB, die Drei- 
ecke MCD und NCD wie die Entfernungen der nämlichen 
Punkte von CD, etc. 



18. G-egenaxen kollinearer Systeme. 1. Ausgezeichnete 
Strahlen in zwei kollinearen Systemen sind die Gegenaxm. Diesen 
Namen führt in jedem Systeme derjenige Strahl, welcher der unend- 
lich entfernten Geraden des andern Systems homolog ist. 

Anm. 1. Wir bezeichnen in der Begel dieGegenaxe des einen (nicht 
accentuierten) Systems mit u, die des andern, accentuierten, mit v*. 

Anm. 2. Die beiden Gegenaxen können auch in unendliche Entfer- 
nung rücken, d. h. es kann die unendlich entfernte Gerade des einen Sy- 
stems der unendlich entfernten Geraden des andern Systems homolog sein. 
Dies ist der Fall a. bei kongruenten, b. bei ähnlichen, c. bei afßnen 
Systemen. Von den letztern wird später in einem besondem Paragraphen 
(25) gehandelt werden. 
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2. Schneidet eine Strecke AB die Gegenaxe ihres Systems, so 
ist die homologe Strecke A' B* eine nneigentliche Strecke, d. h. die- 
selbe geht durch den unendlich entfernten Punkt der Geraden A' B' 
hindurch. 

3. Schneiden sich zwei Gerade des einen Systems auf dessen 
Gegenaxe, so sind die ihnen homologen Geraden im zweiten System 
einander parallel; und umgekehrt. 

Liegt also in dem einen System der Scheitel eines Strablenbüschels 
auf der Ghegenaxe, so ist der homologe Strahlenbüschel ein Parallelstrah- 
lenbüschel. 

4. Die unendlich entfernten Punkte der Gegenaxen (uv^ und 
tt'^ v') sind einander homolog. 

Läuft also in dem einen System eine Gerade a mit der Gegenaxe u 
parallel, so läuft in dem zweiten Systeme die homologe Gerade a' mit 
der Gegenaxe v* parallel. Die beiden in solchen Geraden enthaltenen homo- 
logen Punktreihen (a) und (a') sind einander ähnlich. (§. 9, 1, Anm.) 

5. Das Produkt der Entfernungen zweier homologen Punkte 
von den beiden Gegenaxen hat einen konstanten Wert. 

Sind AÄ' und BB' zwei beliebige Paare homologer Punkte 
und schneiden die Geraden AB und AB* beziehungsweise u 
und v' in ü und F', so ist nach §. 9, 2: 

AU . AV = BU , B'V. 

Es ist aber auch 

AU _ Au Ä'V _ A'i>' 

BU" J5w ^^ WV' ■" -SV* 

6. Sind a und a' irgend zwei feste homologe Gerade, M und M* 
zwei beliebige homologe Punkte , so hat die vierte Proportionale zu 
den Entfernungen der Punkte M und M* von a und a! und zu der 
Entfernung des Punktes M von der Gegenaxe seines Systems einen 
konstanten Wert: 

M'a' .Mu 



Ma 



= konst. 



Sind N und Nf zwei andere homologe Punkte und bezeich- 
nen wir die unendlich entfernten Geraden mit v«, nnd tt'ooi »<> 
ist nach §. 17, 4 

Ma M'a' Na N' a* 



oder 



Kun ist 



Mu 


' M'u*^ 


Ma 


M'a' 


Mu 


' N'a* " 




M'u» 



Nu ' N'u' 



00 



Na M'u' ^ 
Nu ' N'u'^ 



" — 1 
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Folglich 



Wa' . Mu Wa' . Nu 



Ma 



Na 



Q. E. D. 



19. Kongruente homologe Qrundgebüde kollinearer Sy- 
steme. 1. Zwei kollineare Systeme enthalten im allgemeinen zwei and 
nur zwei Paare kongruenter homologer Punktreihen : (Ä) ^ (fc') und 
(0 ^ (2')* ^^^ beiden Träger liegen in jedem System parallel mit 
derGegenaxe und zu derselben symmetrisch: A; || l {| i^ und h' || V || v\ 

2. Ebenso giebt es zwei und nur zwei Paare kongruenter ho- 
mologer Strablenbüschel: (P) ^ (P') und {Q) ^ {Q[\ und die be- 
treffenden beiden Scheitel liegen in jedem Systeme symmetrisch zur 
Gegenaxe, P und Q symmetrisch zu u^ P* und Q[ symmetrisch zu v\ 

3. Die Punkte P und Q sind von der Gegenaxe ihres Systems 
ebenso weit entfernt, wie im andern Systeme die Geraden h^ und 
V von der Gegenaxe v* \ und gleicherweise sind P' und Q' von v' 
ebenso weit entfernt wie Tz und l von u, 

Herleitung. 1. Sollen zwei homologe Punktreihen kongruent sein, 
so müssen, da deren unendlich entfernte Funkte einander homolog sind, 
die Träger den Gegenaxen parallel laufen. 

Es seien, Fig. 11 , a' und h' zwei auf der Gegenaxe v* senkrecht 
stehende Gerade. So sind denselben im ersten Systeme zwei auf der 

Fig. 11. 




Gegenaxe u sich schneidende Gerade a und h homolog. Denken wir uns 
nun, dass sich in diesem Systeme eine Gerade, welche a und h m A und 
B schneiden möge, parallel mit der Gegenaxe u verschiebt, so wird die 
homologe Gerade A'B' sich ebenfalls parallel mit der Gegenaxe ihres 
Systems fortbewegen. Dabei durchläuft, während die Strecke A'B* von 
konstanter Länge bleibt, die Strecke AB auf beiden Seiten von u alle 
Werte von Null bis oo. Es muss also zwei, und kann nur mvei, symme- 
trisch zu u gelegene Gerade k und l geben, deren Punktreihen den homo- 
logen Punktreihen (h*) und (?') kongruent sind. 

Wie aber Tc und l symmetrisch*^. zu u liegen, so müssen auch, und es 
kann dies auf ganz die nämliche Weise dargethan werden, k' und V sym- 
metrisch zu V* liegen. 



Von der Eollineation. 
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Endlich ergiebt sich noch, dass, wenn man darch Verschiebung des 
einen Systems die Gegenaxen, und also auch die vier Träger der beiden 
Paare kongruenter Punktreihen zur Parallelität bringt, zwei kongruente 
Punktreihen sich immer gleichlaufend, die beiden andern aber ungleich- 
laufend konstruiert finden. 

2. Es sei C/ der Punkt auf u, in welchem sich die Strahlen a und h 
schneiden. So giebt es in dem Strahlenbüschel (U) einen und nur einen 
Strahl n, der auf u senkrecht steht, und es leuchtet ein, dass, wenn es 
zwei kongruente homologe Strahlenbüschel giebt, deren Scheitel beziehungs- 
weise auf n und dem ihm homologen Strahle n' liegen müssen. Denn je 
zwei homologe Strahlen dieser kongruenten Büschel müssen k und ¥ unter 
demselben Winkel schneiden. Denken wir uns nun, Fig. 12, die beiden 

Fig. 12. 




Systeme so auf einander gelegt, dass zwei kongruente Punktreihen, z. B. 
{k) und {¥) sich decken, so wird auch die Gerade n mit der ihr homo- 
logen Geraden n' zusammenfallen. Die beiden Punktreihen (n) und (n') 
liegen also konjektivisch, und es sind die Punkte ü und F', in denen der 
Träger von u und v' geschnitten wird, die Gegenpunkte der beiden Punkt- 
reihen, derjenige Punkt aber, in welchem dieser Träger von dem Doppel- 
strahl kk' geschnitten wird, ist ein Doppelpunkt derselben. 

Liegt nun nicht ausnahmsweise dieser Doppelpunkt in der Mitte 
zwischen u und t;' (s. unten, 5), so giebt es ausser dem einen Doppel- 
punkt noch einen zweiten, der mit jenem erstei*nzu u uudv' symmetrisch 
liegt, und man übersieht sofort dass in diesem andern Doppelpunkt nicht 
bloss ebenfalls zwei homologe Punkte P und P' der kollinearen Systeme 
koincidieren, sondern dass auch um denselben zwei kongruente homologe 
Strahlenbüschel (P) und (P') vereinigt sind, in denen je zwei homologe 
Strahlenbüschel sich decken. Damit ist die Existenz eines Paares kon- 
gruenter homologer Strahlenbüschel (P) und (P') nachgewiesen, und es 
erhellt zugleich, einesteils, dass 

Pk = P'k' 

und andemteils, dass P* eben so weit entfernt ist von v\ wie k von u, 
3. Denken wir uns jetzt, Fig. 13 a. f. S., das nicht accentuierte System mit 
seiner Ebene, um den Doppelstrahl kk' als Drehungsaxe, um 180^ gedreht, 
so lässt sich das eben durchgeführte Baisonnement unverändert auch auf 
diese Lage der beiden Systeme anwenden. Aber die gegenseitige Lage 
Seeger, neuere Geometrie. ^ 
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der beiden koiij ektivischen Pauktreihen (n) und (n') ist eine der früheren, 
entgegengesetzte, und statt der Strahlenbüschel (P) und (P') fallen jetzt 
zwei andere kongruente Büschel (Q) und (Q') auf einander, von deren 
Scheiteln, wie man unschwer erkennt, Q in Bezug auf u dem Punkte P, 
§' in Bezug auf «' dem Punkte P' symmetrisch zugeordnet ist. 

4. Genau dasselbe Ergebnis würden wir bekommen haben, wenn 
wir nicht die kongruenten Punktreihen (k) und (A;'), sondern (l) und (V) 
zur Deckung gebracht hätten. 

Fig. 13. 




5. Sind ausnahmsweise Je und l von u ebenso weit entfernt, wie h* 
und V von v', so liegen die Scheitel der kongruenten Strahlenbüschel auf 
den Trägern der kongruenten Punktreihen, etwa P auf Ä, Q auf i, und 
also P' auf *' und Q' auf V (s. §. 21). 



20. Perspektivische Lage kollinearer Systeme. 1. Wenn 
bei zwei in derselben Ebene befindlichen kollinearen Systemen zwei 
bomologe Panktreihen, und also ancb (nach den Erörterungen des 
vorigen Paragraphen) zwei homologe Strahlenbüschel sich decken, 
so befinden sich die beiden Systeme, wie man es nennt, in perspek- 
tivischer Lage. Die Gerade, deren Punkte alle sich selber homolog 
sind, heisst die Kollineationsaxe , und der Scheitel des Strahlen* 
büschels, dessen Strahlen alle sich selber homolog sind, heisst das 
Kollineationscentrum, 

Jede durch d£rs KoUineationscentrum gelegte (sich selber homo- 
loge) Gerade wird ein Kollineationsstrahl genannt. 

Änm 1 . Ausser dem KoUineationscentrum und den Punkten der Kol- 
lineationsaxe giebt es keinen sich selber homologen Punkt; und ausser 
der Kollineationsaxe und den Kollineationsstrahlen giebt es keine sich 
selber homologe Gerade. Andernfalls hätte man es mit zwei sich decken- 
den kongruenten Systemen zu thun. 

Anm, 2. Zwei kollineare Systeme lassen sich auf vier verschiedene 
Arten in perspektivische Lage bringen. Man kann nämlich, nach der 
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Herleitung des §.19, dieselben so legen, dass folgende kongrnente Gmnd- 
gebilde auf einander fallen: 

1. (*) auf (¥) und (P) auf (P'), oder 

2. (k) auf (*') und (Q) auf {Q'), oder 

3. (l) auf {V) und (P) auf (P'), oder 

4. {l) auf (?') und (Q) auf (Q'). 

Die Lage (1) geht in die Lage (2) über, und (3) in (4), wenn das eine 
System mit seiner Ebene um die Projektionsaxe um 180® gedreht wird. 

Die Lage (1) geht in die Lage (3) über, und (2) in (4), wenn das eine 
System in seiner Ebene um das Projektionscentrum um 180® gedreht wird. 

2. Perspektiviscli - kollineare Systeme zeichnen sich darch fol- 
gende Eigenschaften ans: 

a. EoUineationscentram und KoUineationsaxe liegen symme- 
trisch zu den beiden Gegenaxen. 

b. Je zwei homologe Punkte liegen auf einem KoUineations- 
strahle, und je zwei homologe Gerade schneiden sich auf der 
Kollineationsaxe. 

c. In jedem Kollineationsstrahle sind zwei homologe Punkt- 
reihen vereinigt, und die Doppelpunkte dieser zwei konjektivischen 
Reihen sind, erstens, das KoUineationscentrum, zweitens, der Punkt, 
in welchem der Eollineationsstrahl die Kollineationsaxe schneidet. 

Liegen also KoUineationscentrum und Kollineationsaxe zwischen 
den beiden Gegenaxen, so enthält jeder KoUineationsstrahl zwei 
gleichlaufende homologe Punktreihen — direkt perspektivische Lage, 
Werden dagegen die Gegenaxen von dem KoUineationscentrum und 
der Kollineationsaxe eingeschlossen, so enthält jeder KoUineations- 
strahl zwei ungleichlaufende homologe Punktreihen — entgegen- 
gesäet perspektivische Lage, 

Der Modulus der Konformität hat für alle Kollineationsstrahlen den* 
selben Wert. Dieser Wert ist der Modulus der KoUineation genannt 
worden. 

Änm, 1. Werden zwei kollineare Systeme auf die vier in (1) ange- 
gebenen Arten in die perspektivische Lage übergeführt, so befinden sich 
die beiden Systeme in den Fällen (1) und (4) in direkt oder in entgegen- 
gesetzt perspektivischer Lage, je nachdem sie sich in den Fällen (2) und 
(3) umgekehrt in entgegengesetzt oder in direkt perspektivischer Lage be- 
finden. 

Anm. 2. Es versteht sich, dass den Sätzen in (3 c) ebenso viele reci- 
proke Sätze gegenüber gestellt werden können. 

Anm, 3. Aus dem letzten Absätze in (3 c) folgt noch , dass der Ex- 
ponent des KoUineationscentrums in Bezug auf zwei beliebige homologe 
Punkte zum Exponenten der Kollineationsaxe in Bezug auf die nämlichen 
beiden Punkte in einem konstanten Verhältnisse steht. 

3. Zwei perspektivisch - kollineare Systeme sind vollkommen 
bestimmt, sobald ausser dem KoUineationscentrum und der KoUinea- 

4* 
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tionsaxe nur noch ein Paar homologer Punkte, oder ein Paar homo- 
loger Geraden gegebeii ist. 

4. Sind zwei kollineare Systeme in perspektivische Lage ge- 
brächt, und dreht man alsdann das eine System mit seiner Ebene 
am die Kollin eationsaxe, während man die Ebene des andern 
Systems an ihrem Orte lässt, so verbleiben die beiden Systeme 
immer in perspektivischer Lage; d. h. die Geraden, welche je zwei 
homologe Punkte verbinden, oder die Projehtionsstrahlen, haben bei 
jeder Neigung der beiden Ebenen gegen einander, einen gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkt : Projektionscentrum in weiterem 
Sinne. 

Wird das nicht accentuierte System gedreht und sind wieder 
P\ Q' die Scheitel der beiden Strahlenbüschel des accentuierten 
Systems, welche ihren homologen Strahlenbüscheln kongruent sind, 
so beschreibt das Projektionscentrum bei jener Drehung des Systems 
den über P' Q^ als Durchmesser in einer auf der Drehungsaxe senk- 
recht stehenden Ebene errichteten Kreis. 

Sind, wie oben, n und n' die beiden auf u und v' senkrecht 
stehenden Geraden, welche bei der perspektivischen Lage der 
beiden Systeme auf einander fallen, und denken wir uns nun 
das nicht accentuierte System um einen beliebigen Winkel ge- 
dreht, so ist zunächst klar, dass die Geraden, welche je zwei 
homologe Punkte der Reihen (w) und (n') verbinden, einen ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspunkt haben. Wir bezeichnen 
denselben mit D, und zeigen , dass wenn M und M' zwei ganz 
beliebige homologe Punkte sind, die Gerade MM^ allemal durch 
D gehen muss. 

Es seien P und P' die beiden Punkte, welche ursprünglich 
im Kollineationscentrum der beiden Systeme vereinigt waren, 
und A, A' zwei beliebige homologe Punkte, so schneiden sich 
auch nach der Drehung sowohl PM und P' M' als auch AM 
und A' M* auf der festliegenden Kollineationsaze. Daraus folgt, 
dass M und Jlf' mit P und P' einerseits, andererseits mit A 
und A' in einer Ebene liegen. Es ist also MM^ nichts anderes 
als die Durchschnittslinie der Ebenen MM^PP' und MM' AA'. 
Nun ist aber auch D, als Schnittpunkt von PP' und AA*^ ein 
Punkt dieser Durchschnittslinie. Folglich etc. 

Die andere oben aufgestellte Behauptung folgt einfach aus 
§. 9, 4. 

Von zwei kollinearen Systemen kann hiernach jedes immer als 
die perspektivische Abbildung des andern angesehen werden. Und 
umgekehrt. 
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21. Das involutoriBohe System. 1. Wenn, wie es vorkom- 
men kann (§. 19, Herleitung, 5) bei zwei kollinearen Systemen, die 
Scheitelpunkte der kongrnenten Strahlenbüschel auf den Trägern 
der kongruenten Punktreihen liegen, so kann man die beiden Sy- 
steme erstens wiederum auf zwei verschiedene Arten in direkt per- 
spektivische Lage bringen. Dann liegt das Eollineationscentrum 
auf der Eollineationsaxe , und beide befinden sich mitten zwischen 
den beiden Gegenaxen. Im übrigen giebt das Verhalten der beiden 
Systeme zu keinen besondern Bemerkungen Veranlassung (Fig. 14). 

2. Bringt man aber zweitens, auf 
eine der beiden möglichen Arten, die 
beiden Systeme in entgegengesetzt per- 
spektivische Lage, so fallen die beiden 
Gregenazen zusammen, mitten zwischen 
Eollineationscentrum und Eollinea- 
tionsaxe, und nun tritt die absonder- 
liche Erscheinung auf, dass die Ele- 
mente der Ebene zu je zweien einander 
doppelt homolog sind. Man fasst daher 
denn auch die beiden Systeme als ein 
einziges System mit paarweise einander 
zugeordneten Punkten oder Geraden auf und nennt dasselbe ein 
invöliUorisches System. Das Eollineationscentrum und die Eollinea- 
tionsaxe bekommen die Namen Involtäionsaxe und Involtdionscen- 
trum; jede durch das Involutiönscentrum gelegte Gerade heisst ein 
InvoltUtonssträhl , und die Gerade, in welcher die beiden Gegenaxen 
koincidieren, d. h. diejenige Gerade, welche der unendlich entfernten 
Geraden zugeordnet ist, wird die Gegenaxe des involutorischen 
Systems genannt (Fig. 15). 




Fig 15. 



Involutionscentrum und jeder Punkt der 
Involutlonsaxe sind sieb selber zugeordnet. 
Ebenso die Involutlonsaxe und jeder luvolu- 
tionsstrabl. 

Je zwei zugeordnete Punkte liegen auf 
einem Involutionsstrahle und je zwei zugeord- 
nete Gerade schneiden sich auf der Involu- 
tlonsaxe. 

3. Die in einem Involutionsstrahle 

enthaltenen Paare zugeordneter Punkte 

bilden eine involutorische Punktreihe, und 

die durch einen beliebigen Punkt der In- 

volutionsaxe gelegten Paare zugeordneter Strahlen bilden einen 

involutorischen Strahlenbüschel. 
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4. Je zwei zugeordnete Pankte, nnd je zwei zugeordnete Strah- 
len werden dnrch das Involutionscentram und die Involutionsaxe 
harmonisch getrennt. 

5. Handelt es sich bloss darum, ein beliebiges involutorisches 
System zu konstruieren, so kann man zweien Punkten Ä und B 
zwei beliebige Punkte Ä' und J^, oder zweien Geraden a und h 
zwei beliebige Gerade a' und h' .zuordnen ; nur dürfen von den vier 
Punkten keine drei in gerader Linie liegen, und von den vier Ge- 
raden keine drei einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt haben. 
Sind aber so zwei Paare zugeordneter Punkte oder zwei Paare zu- 
geordneter Strahlen festgelegt, so ist das involutorische System voll- 
kommen bestimmt. 

Das involutorische System ist auch bestimmt, sobald Involutions- 
centrnm und Involutionsaxe gegeben sind. 

22. Kollineare gerad- und krummlinige Figuren« 1. Zwei 
Figuren heissen kollinear, wenn sie sich so auf einander beziehen 
lassen, dass sie als homologe Figuren kollinearer Systeme erscheinen. 

Zwei YollstäDdige Vierecke oder Vierseite können also immer als zwei 
kollineare Figuren angesehen werden. 

2. Ist die eine von zwei kollinearen Figuren eine n-mal ge- 
brochene Linie, so gilt dasselbe von der andern Figur. So oft die 
eine der beiden Linien die Gegenaze ihres Systems schneidet, so oft 
geht die andere durch einen unendlich entfernten Punkt hindurch. 
Stossen zwei auf einander folgende Strecken der einen Linie auf der 
Gegenaxe zusammen, so sind die homologen Strecken der andern 
Linie einander parallel. Liegen zwei auf einander folgende Ecken der 
einen Linie beide auf der Gegenaxe, so liegen die homologen Ecken 
samt der von ihnen begrenzten Strecke in unendlicher Entfernung. 

3. Wie zwei gebrochene Linien, so können auch zwei Kurven 
einander kollinear sein. 

Schneidet eine Gerade eine Kurve in n Punkten, so wird die 
kollineare Kurve von der homologen Geraden ebenfalls in n Punkten 
geschnitten; und lassen sich aus einem Punkte n Tangenten an die 
eine Kurve ziehen, so können auch aus dem homologen Punkte n 
Tangenten an die zweite Kurve gezogen werden. 

Schneidet eine Kurve die Gegenaxe ihres Systems in einem 
Punkte JKf, so geht die kollineare Kurve durch den unendlich ent- 
fernten homologen Punkt M\ Der durch M an die erste Kurve 
gelegten Tangente entspricht eine (graphisch darstellbare) Gerade, 
welche die zweite Kurve in dem unendlich entfernten Punkte M' 
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berührt. Eine Tangente dieser Art heisst eine Asymptote der be- 
treffenden Knrve. 

Berührt eine Kurve die Gegenaze ihres Systems in einem 
Punkte üf , so ist die unendlich entfernte Gerade als eine Tangente 
der kollinearen Kurve anzusehen. Der Berührungspunkt ist der 
dem Punkte M homologe, unendlich entfernte Punkt M!* 

23. Der Kegelschnitt und einige seiner Fundamental- 
eigenschaften. 1. Unter einem Kegel versteht man bekanntlich 
die krumme Fläche, welche eine gerade Linie beschreibt, wenn die* 
selbe, um einen festen Punkt P des Baumes sich drehend, längs 
einer gegebenen, mit F nicht in einer Ebene befindlichen Kreislinie 
hingleitet. Der Punkt P heisst die Spitze oder der Scheitel des 
Kegels. 

Die krumme Linie, in welcher eine beliebige Ebene die Kegel- 
fläche schneidet, heisst ein Kegd^hnüt, 

2. Erster Funäamentdlsatz. Jeder Kegelschnitt kann als die 
kollineare Umbildung eines Kreises angesehen werden; und um- 
gekehrt ist jede einem Kreise kollineare Kurve ein Kegelschnitt. 
(§. 20, 4.) 

3. Einteilung der Kegelschnitte. Die Kegelschnitte sondern 
sich nach der Zahl der unendlich entfernten Punkte, die sie ent- 
halten, in drei Arten. 

Liegt ein Kreis ganz auf einer Seite der Gegenaxe seine^ 
Systems, ohne letztere zu berühren, so hat der kollineare Kegel- 
schnitt keinen unendlich entfernten Punkt. Ein Kegelschnitt dieser 
Art heisst eine Ellipse. 

Berührt der Kreis die Gegenaxe, so hat der Kegelschnitt einen 
unendlich entfernten Punkt, und die unendlich entfernte Gerade 
berührt ihn in diesem Punkte. Ein solcher Kegelschnitt heisst eine 
Parabel. 

Schneidet endlich der Kreis die Gegenaxe in zwei Punkten, so 
hat der Kegelschnitt zwei unendlich entfernte Punkte und zwei 
Asymptoten. Ein Kegelschnitt dieser dritten Art wird eine Hyperbel 
genannt. 

4. Äussere und innere Seite eines KS. Wie beim Kreise, so 
unterscheidet man auch beim Kegelschnitt eine Innen- und eine 
Aussenseüe. 

Von jedem ausserhalb eines Kegelschnitts gelegenen Punkte 
lassen sich zwei (reelle) Tangenten an den Kegelschnitt ziehen. Liegt 
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ein Punkt innerhalb des Kegelschnitts, so sind seine beiden Tan- 
genten imaginär. 

Verbindet man einen äusseren und einen innem Punkt durch 
eine zusammenhängende Linie, so muss diese den Kegelschnitt min- 
destens einmal schneiden. 

Schneiden sich also zwei Kegelschnitte in einem Punkte, so 
müssen sie sich notwendig mindestens noch in einem andern Punkte 
schneiden. 

Rücken zwei Durchschnittspunkte unendlich nahe an einander, 
so berühren sich die beiden Kegelschnitte in dem betreffenden 
Punkte. 

Die innere Seite eines Kegelschnitts kann auch als die konkave, die 
äussere als die konvexe Seite der Kurve bezeichnet werden. 

5. Zweiter Fundamentdisatz, Das anharmonische Verhältnis der 
vier Strahlen, welche irgend vier feste Punkte eines Kegelschnitts 
mit einem beliebigen fünften Punkt der Kurve verbinden, hat einen 
konstanten Wert. 

Das unharmonische Verhältnis der vier Punkte, in denen irgend 
vier feste Tangenten eines Kegelschnitts von einer beliebigen fünften 
Tangente geschnitten werden, hat einen konstanten Wert. 

Das anharmonische Verhältnis der vier Strahlen, welche vier 
feste Punkte eines Kegelschnitts mit einem beliebigen fünften Punkte 
verbinden, ist gleich dem anharmonischen Verhältnisse der vier 
Punkte, in welchen die durch jene vier festen Punkte gelegten Tan- 
genten von einer beliebigen fünften Tangente geschnitten werden. 
(§. 3, 5.) 

6. Brüter Fundamentalsatz, Die Strahlen, welche irgend zwei 
Punkte M und N eines Kegelschnitts mit den übrigen Punkten der 
Kurve verbinden, bilden zwei konforme Strahlenbüschel. Die Ver- 
bindungslinie der beiden Scheitel, als Strahl eines beliebigen der 
beiden Büschel angesehen, ist der durch den Scheitel des andern 
Büschels gelegten Tangente homolog. ^ 

Die Punkte, in denen irgend zwei feste Tangenten eines Kegel- 
schnitts von dessen übrigen Tangenten geschnitten werden, bilden 
zwei konforme Punktreihen. Der Durchschnittspunkt der beiden 
festen Tangenten, als ein Punkt einer beliebigen der beiden Reihen 
angesehen , ist dem Berührungspunkt der die andere Reihe enthal- 
tenden Tangente homolog. 

Einfache Übertragung des §. 5, 4. 

7. Umkehrung, Die Projektionspunkte zweier (in schiefer Lage 
befindlichen) konformen Strahlenbüschel, bilden einen Kegelschnitt, 
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der durch die Scheitel der beiden Büschel geht und in diesen Punk- 
ten die beiden Strahlen berührt, welche der Verbindungslinie der • 
Scheitel homolog sind. 

Die Projektionsstrahlen zweier (in schiefer Lage befindlichen) 
konformen Punktreihen hüllen einen Kegelschnitt ein, der auch die 
Träger der beiden Punktreihen berührt; und zwar in denjenigen 
beiden Punkten, welche dem Durchschnittspunkte dieser Träger 
homolog sind. 

Hiernach kann jeder Kegelschnitt auch als das Erzeugnis zweier 
konformen Strahlenbüschel oder zweier konformen Punktreihen an- 
gesehen werden. 

8. Vierter FundameniälscUz. Je sechs Punkte eines Kegel- 
Bchnitts bilden ein projektivisches Sechseck (Theorem von 'Pascal)^ 
und je sechs Tangenten eines Kegelschnitts bilden ein projektiyisches 
Sochsseit (Theorem von Brianchon). Vgl. §. 8, 4. 

Umgekehrt, bilden sechs Punkte ein projektivisches Sechseck, so 
liegen dieselben auf einem und demselben Kegelschnitt; und bilden 
sechs Gerade ein projektivisches Sechsseit, so berühren dieselben alle 
einen und denselben Kegelschnitt. 

9. Folgerung. Sind AB G drei beliebige Punkte eines Kegel- 
schnitts, ahc die durch diese Punkte gelegten Tangenten, so befindet 
sich das Dreieck ABC mit dem Dreiseit abc in perspektivischer 
Lage. (Die Ecke A entspricht der Ecke 5c, etc.) 

Umgekehrt, ist einem Dreieck ein anderes eingeschrieben und 
liegen die beiden Dreiecke perspektivisch, so giebt es immer einen 
Kegelschnitt, welcher durch die Ecken des eingeschriebenen Dreiecks 
geht, und die Seiten des umgeschriebenen Dreiecks in jenen Ecken 
berührt. 

r 

Man betrachte das eingeschriebene Breieck AB C als ein 
dem Kegelschnitt eingeschriebenes Sechseck, in welchem jede 
der drei £cken A^ B^ C mit der unmittelbar darauf folgenden 
unendlich nahe zusammengerückt ist; oder das umgeschriebene 
Dreiseit ahc als ein dem Kegelschnitt umgeschriebenes Sechsseit, 
bei welchem jede der drei Geraden a, &, c zwei unmittelbar auf 
einander folgende beziehungsweise m A^ B und G zusammen- 
stossende Seiten repräsentiert. 

10. Fünfler Fundamentalsatz. Durch jede fünf Punkte, von 
denen keine drei in gerader Linie liegen, lässt sich immer ein und 
nur ein Kegelschnitt legen. 

Ebenso giebt es immer einen und nur einen Kegelschnitt, wel- 
cher fünf gegebene gerade Linien berührt, von denen keine drei 
einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt haben. 
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Und an dieser Bestimmtheit, wie an der Konstruierbarkeit des 
, Kegelschnitts wird nichts geändert, wenn statt zweier Punkte ein 
Punkt und die durch denselben gelegte Tangente (d. h. zwei ein- 
ander unendlich nahe Punkte der Kurve), oder statt zweier Tangenten 
eine Tangente mit ihrem Berührungspunkte (d. h. zwei unmittelbar 
auf einander folgende Tangenten) gegeben sind. Ein Kegelschnitt 
ist also auch vollkommen bestimmt, sobald gegeben sind: 

a. eine Tangente mit ihrem Berührungspunkte und drei andere 
Punkte oder drei andere Tangenten; oder 

b. zwei Tangenten mit ihren Berührungspunkten und ein anderer 
Punkt oder eine andere Tangente. 

Sind z. B. im letzten Falle a, b, c die drei gegebenen Tan- 
genten, Ä und B die Berührungspunkte von a und b, so ist der 
KS. als das Erzeugnis der beiden in a und b enthaltenen kon- 
formen Panktreihen anzusehen , in denen die drei Punkte der 
ersten Linie : 

Af aby ac 
beziehungsweise den Punkten 

ba, B, bc 

der zweiten Linie homolog sind. 

10. Sechster Fundamentälsat/s. Zwei beliebige Kegelschnitte 
können auf unendlich viele verschiedene Arten so auf einander be- 
zogen werden, dass die eine Kurve als die kollineare Umbildung der 
andern auftritt. Man kann nämlich drei beliebige Punkte oder 
Tangenten des einen Kegelschnitts dreien beliebigen Punkten oder 
Tangenten des andern Kegelschnitts homolog setzen. 

Es seien A^ B^ C drei beliebige Punkte des einen KS. ; a 
und b die durch A und B gelegten Tangenten, und M der 
Durchschnittspunkt dieser Tangenten. Seien ebenso A\ B\ U 
drei beliebige Punkte des zweiten KS.; a', b' die durch J.' und 5' 
gelegten Tangenten und ilf ^ deren Durchschuittspunkt. Betrachtet 
man nun AA' , BB' , C C* und MM' als vier Paare homologer 
Punkte, so sind dadurch zwei kollineare Systeme bestinunt, in 
denen, wie sich ohne weiteres aus (9) ergiebt, die beiden KSS. 
als zwei homologe Figuren auftreten. 
Anm. Man kann also auch jeden beliebigen Kegelschnitt auf unendlich 
viele verschiedene Arten sich selber koUinear sets^en. 

24. Situationsdreieck kollinearer Systeme. Befinden sich 
zwei kollineare Systeme nicht in perspektivischer Lage, so giebt es 
in der Ebene ein Dreieck, dessen Ecken und Seiten sich selber 
homolog sind. Ausser diesen drei Punkten und drei Geraden aber 
enthält die Ebene keine sich selber homologen Elemente. 
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Jenes Dreieck nennen wir das Situatiomdreieck der beiden kol- 
linearen Systeme. 

Zwei von den Ecken des Sitaationsdreiecks können imaginär 
sein, in welchem Falle auch zwei Seiten imaginär sind. Eine Ecke 
and die ihr gegenüberliegende Seite sind allemal reell. 

1. Wir bezeichnen einen beliebig ausgewählten Punkt der 
Ebene, als einen Punkt des ersten Systems angesehen, mit P, 
als einen Punkt des zweiten Systems angesehen, mit Q', und es 
seien beziehungsweise P' und Q die beiden homologen Punkte. 
So ist 

SB. (P) A; SB. (PO, 

SB. (Q) A SB. (q% 
Kun bilden die Projektionspunkte der beiden ersten Strahlen- 
büschel einen KS., der durch die beiden Punkte P und P* geht und 
diejenigen der beiden andern SBb. einen zweiten KS., der durch 
Q und Q' geht. Die beiden KSs. haben also den durch P und 
Q^ bezeichneten Punkt mit einander gemein. Folglich müssen 
sie sich mindestens noch in einem andern Punkte schneiden. 
Jeder andere Durchschnittspimkt ist aber ein sich selber homo- 
loger Punkt (eine Ecke des Situationsdreiecks). 

2. Es sei j( ein sich selber homologer Punkt der Ebene* 
Sind nun a imd h zwei beliebige durch ^ gelegte Gerade des 
ersten Systems, a* und V ihre homologen Geraden im zweiten 
System, so sind die Punktreihen (a) und (&) beziehungsweise den 
Punktreihen {a!) und {f/) perspektivisch konform. Ist dann % 
das Projektionscentrum von (a) und (a'), ^ dasjenige von (&) 
und (6') , so ist die — jedenfalls reelle — Gerade % 85 eine sich 
selber homologe Gerade, oder eine Seite des Situationsdreiecks. 
Wir bezeichnen dieselbe mit I. 

3. Die Doppelstrahlen der beiden um R vereinigten homo- 
logen Strahlenbüschel bilden die beiden übrigen — reellen oder 
imaginären — Seiten, und die Doppelpunkte der in ! enthaltenen 
homologen Punktreihen die beiden übrigen Ecken des Situations- 
dreiecks, welche mit jenen Seiten zugleich reell oder imaginär sind. 



25. Affine Systeme. 1. Zwei kollineare Systeme heissen 
offin^ wenn die unendlich entfernten Geraden der beiden Systeme 
einander homolog sind. 

Das letztere ist der Fall, sobald irgend zwei (verschieden gerichtete) 
Paare paralleler Geraden des einen Systems, zweien Paaren paralleler 
(jeraden im andern Systeme homolog sind. 

2. Affine Systeme sind durch folgende Eigenschaften aus- 
gezeichnet : 

a. Sind zwei Gerade in dem einen System einander parallel, 
so sind auch die ihnen homologen Geraden im andern System 
parallel. 
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Jedem Farallelstrablenbüschel des einen Systems ist also ein Parallel- 
strahlenbüschel des andern Systems homolog. 

b. Je zwei homologe Panktreihen sind einander ähnlich (§. 9, 
1, Anm.); und der Ähnlichkeitsmodulus derselben hängt bloss von 
der Richtung, nicht aber von der Lage der beiden Träger ab. 

Sind also AB und CD zwei beliebige parallele Strecken des einen 
Systems, Ä'B' und CD' die ihnen homologen Strecken, so ist das Ver- 
hältnis der beiden erstem gleich dem Verhältnisse der beiden letztem. 

c. Je zwei homologe Flächenräume stehen in einem konstan- 
ten Verhältnisse zu einander. 

Es genügt zu zeigen, dass, wenn ABC und DEF zwei 
beliebige Dreiecke des einenSystems, A* B* C* und D' E' F' die 
homologen Dreiecke im andern Systeme sind, alsdann immer 

AABC ABEF 



A A'B*C' ■" A D'E*F' 

sei. 

Man zeige solches zunächst für den Fall, dass JJOH JEJJP ist (2 6). 
Sind dann ABfJ und DEF zwei ganz beliebige Dreiecke, 
so ziehe man aus E eine Gerade parallel mit BC, welche die 
D J?' im Punkte G schneiden möge. Es sei ß' der homologe 
Punkt im andern System. So verhält sich 

AABC ADEG AFEG 



A A'B'G* "" aB'E'G' "" A F' E' G' 

Folglich auch 

A ABC __ A PEG ± A FEG 
A A'B'C "~ A B'E'G' ± A F'E'G'' 

3. Handelt es sich bloss darum, zu einem gegebenen Systeme 
ein affines System zu konstruieren, so kann man einem beliebigen 
Dreieck des einen Systems ein beliebiges Dreieck im andern System 
homolog setzen. Sind aber somit drei Paare homologer Element« 
festgelegt, so sind die beiden Systeme vollkommen bestimmt. 

Zwei beliebige Dreiecke können also immer als zwei affine Figuren 
angesehen werden. Ebenso zwei beliebige Parallelogramme. 

4. In (nicht-ähnlichen) affinen Systemen kann es, abgesehen 
von den Parallelstrahlenbüscheln , keine zwei homologe Strahlen- 
büschel geben, die einander kongruent wären. 

■ 

Sind irgend zwei homologe Strahlenbüschel einander kongruent, so 
sind je zwei homologe Dreiecke einander ähnlich. 

5. Normalrichtungen. Konstruiert man in je zwei homologen 
Strahlenbüscheln die Normalstrahlen, so sind diese in jedem System 
zweien festen Bichtungslinien der Ebene parallel. 
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Sind Py q und p', q' die Normalstrahlen zweier beliebiger homo- 
loger SBb. ; p, (^ und p', q' die Normalstrahlen eines beliebigen 
andern Paares homologer SBb., so ist p\\p, q \\ q, p* \\ p\ q' \\ q'. 

6. Kongruente homologe Punktreihen. Wir denken uns nach 
der Weise der analytischen Geometrie die Punkte jedes Systems auf 
zwei rechtwinklige Koordinatenaxen bezogen und zu solchen Axen 
in dem einen System die beiden Normalstrahlen eines beliebigen 
Strahlenbüschels, in dem andern die Normalstrahlen des homologen 
Büschels genommen. Sind dann x^ y die Koordinaten eines beliebi- 
gen Punktes; x\ %f die Koordinaten des homologen Punktes im 

andern System, so ist 

(x! = aa?, y = ^y 

wo a und /3 konstante, von einander unabhängige Zahlen bedeuten. 

Ist nun von den beiden Koefficienten oe und /3 der eine > 1, 
der andere < 1 , so giebt es zwei Paare homologer Parallelstahlen- 
büschel von solcher Art, dass je zwei diesen Büscheln angehörende 
homologe Gerade zwei kongruente homologe Punktreihen enthalten. 
Die betreffenden zwei Parallelstrahlenbüschel eines jeden Systems 
liegen symmestrisch zu dessen Normalrichtungen. 

Ist von den beiden Koefficienten a und /3 einer = 1 , der 
andere ^ 1 , so giebt es nur ein Paar Parallelstrahlenbüschel mit 
kongruenten homologen Punktreihen. Die betreffenden Strahlen 
sind in jedem Systeme einer von dessen Normalrichtungen parallel. 

Sind die Koefficienten a und /3 beide > 1 oder beide < 1 , so 
sind keine zwei homologe Punktreihen einander kongruent. 

Herleitung, Es seien A und A' die Scheitel zweier homo. 
logen Strahlenbüschel, p und q die Normalstrahlen des Büschels 
{A), p' und q* diejenigen des Büschels (-4'), B und JB' zwei 
homologe Punkte auf p und jp', endlich C und C zwei homologe 

Fig. 16. 




aa: 



B B 



Punkte auf g und 2'. Wir denken uns, Fig. 16, die beiden Systeme 
so gelegt, dass J.' auf J. und die beiden Halbstrahlen A'B'^A* C 
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beziehungsweise anf die Halbstrahlen Ä B und Ä C fallen , und 

machen ABB' zur positiven Abscissen-, ACC zur positiven 

Ordinatenhalbaxe. 

Ist nun M ein beliebiger Punkt des einen Systems mit den 

Koordinaten x und y, M' der homologe Punkt mit den Koordi. 

naten x^ und y' so ist. 

AM* 

AM 

der Ähnlichkeitsmodulus der beiden homologen Punktreihen 
(AM') und (AM), und wenn wir den Wert desselben mit /n be- 
zeichnen, so ist 

Denken wir uns nun y, und also auch 3/' konstant, etwa y =^ h 
und y' = ßhy während Xy und also auch a?', alle Werte von 
— 00 bis -|- oo durchläuft so durchlaufen die Punkte M und 
W zwei homologe parallele Gerade und d.er Ähnlichkeitsmodulus 
fi nimmt successive alle Werte an die er überhaupt anzunehmen 
vermag. 

Es ist aber 

2 _ «a^a + ^afc2 _ ^ ß2 _ „2 

^ - -pqrp- - « -t- ^2 4_ 52 ' «^ 

und es darf vorausgesetzt werden, dass « und ß nicht einander 
gleich sind, da andernfalls die beiden Systeme einander ähnlich 
wären. Wir nehmen an, es sei a <C ß. 

Nun übersieht man sogleich, dass /u ein Maximum wird für 
X =2 Oy und ein Minimum für o? = + 00 ; und zwar ist im 
ersten Falle ^ = /S, im zweiten Falle ^u = «. Es bezeichnen 
also a und ß den kleinsten und den grössten Wert, den der 
Ähnlichkeitsmodulus annehmen kann. Daraus folgt: 

Sind « und ß beide > 1 oder beide <! 1 , so kann /n nie- 
mals gleich 1 werden. 

Ist einer der Koefficienten = 1 , so wird /U einmal = 1. 
Die andern Werte von fi sind entweder alle >• 1, oder alle <. 1. 

Ist ß "< 1 und /S >> 1, so wird/u zweimal = 1, nämlich für 



X 



=±'VP^- 



7. Perspektivische Lage affiner Systeme. Haben zwei affine 
Systeme kongruente homologe Pnnktreihen und sind (a) und («') 
ein Paar solcher Reihen, so können sie auf zwei verschiedene Arten 
so auf einander gelegt werden , dass diese beiden Punktreihen sich 
decken. Alsdann befinden sie sich in perspektivischer Lage. Der 
Träger der sich deckenden beiden Punktreihen heisst die Affinitäts- 
axe. Jede Gerade, welche zwei homologe Punkte verbindet, heisst 
ein Affinitätsstrahl und alle diese Affihitätsstrahlen sind einander 
parallel 
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In der einen Lage befinden sich zwei homologe Punkte immer 
beide anf der einen oder beide aof der andern Seite der AJfinit&t«- 
axe — direJd perspääivische Lage; das andere mal liegt von zwei 
homologen Punkten der eiae immer anf der einen, der andere auf der 
andern Seite der Affinitäteaxe — entgegmgeselet perspektivische Lage. 

Die Entfernungen zweier beliebigen homologen Punkte von 
der ÄiSnitätsaxe verhalten sich zu einander wie zwei homologe 
Flächenr&nme. Modales der Affinität. 

Antn. Zwei afBne Systeme, welche keine kongruente homologe Pimkt- 
reihen enthalten, kennen nicht in penpektiviBChe Lage gebracht werden. 

8. Involutorische Lage affiner ^sleme. Eine besondere Er- 
wähnung verdient der Fall, in welchem von den beiden Grenz werten 
ce and^ des Ähnlichkeitsmodutus homologer Punktreiben der eine der 
reciproke Wert des andern ist. 

Bringt man in diesem Falle dte beiden Systeme in direkt per- 
spektivische Lage , so sind die Affinitätsstrablen alle der Affinitäts- 
axe parallel. 

Bringt man dieselben in entgegengesetzt perspektivische Lage, 
so wird jede Strecke, welche zwei homologe Punkte verbindet, von der 
Afßnitätaase halbiert, die Punkte der Ebene sind zn je zweien ein- 
ander doppelt homolog; die beiden Systeme befinden sich in involn- 
torieeher Lage und setzen ein einzigee involatorisches System zu- 
sammen, das man als das schief- symmetrische System bezeichnen 

In der That, ist oben (6), 



i, Fig. IT, M der Punkt mit den Koordinaten 



3^ 
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so sind die Koordinaten des homologen Punktes M' 

a;' = b, y = -■ 

Cv 

und dann ist nicht bloss AM =^ A M\ sondern es ist auch 
Dreieck AMC ^ Dreieck M A C\ Folglich etc. 



Drittes Kapitel. 

Von der Reciprocität. 



A. Von der Reoiprooltät im allgemeinen. 

26. Reciprocität eines Fünfecks und eines Fünfbeits. 
1. Ein vollständiges Fünfeck ABC DE und ein vollständiges Fünf- 
seit a'h'c'd'e'i welche so auf einander bezogen werden, dass man 
jeder Ecke A^ B » , , des erstem eine Seite a\ h' , . . , des letztem 
homolog setzt, heiBsen redproh, wennjeder Seitenbüschel des Fünfecks 
und die ihm entsprechende Eckenreihe des Fünfseits einander kon- 
form sind; d. h. wenn 

SB. A — BCBE A PR. a! — Vc'dle^ 

SB. B — ACBE A PR. V — a'c'äe* 

etc. etc. 

Die Möglichkeit solcher Figuren wird der gleich folgende Satz (2) 
darthun. 

2. Ein vollständiges Fünfeck und ein vollständiges Fünfseit sind 
reciprok, wenn zwei Seitenbüschel des erstem beziehungsweise den 
ihnen homologen Eckenreihen des letztern konform sind. 

Vor. SB. A — BCDE 7\ PR- «' — V c' d* e\ 
SB. B — ACBEf, PR. V — a'c'd'e'. 
Beb. SB. C — ABBE J\ VB.. c' -- a' V d' e* etc. etc. 
Bew. Demjenigen von §. 16, 2, ganz analog. 

3. Ist ein vollständiges Fünfeck einem vollständigen Fünfseit 
reciprok, so ist auch jedes in dem erstem enthaltene vollständige 
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Fünfseit dem ihm entsprechenden in dem Fünfiseit enthaltenen voll- 
ständigen Fünfeck reciprok. 

4. Sind zwei vollständige Fünfecke einem und demselben voll- 
ständigen Fünfseite reciprok, so sind sie nnter einander kollinear. 

Ebenso sind zwei vollständige Fünfseite kollinear, wenn sie 
einem nnd demselben vollständigen Fünfecke reciprok sind. 

5. Ist ABCDEF ein vollständiges Sechseck, a!Vc'd!e'f' ein 
auf denselben bezogenes vollständiges Sechsseit, so enthält ersteres 
sechs vollständige Fünfecke und letzteres sechs diesen Fünfecken 
entsprechende vollständige Fünfseite. 

Sind nun zwei von jenen sechs Fünfecken den ihnen ent- 
sprechenden Fünfseiten reciprok , so ist auch jedes der vier übrigen 
Fünfecke dem ihm entsprechenden Fün&eite reciprok. 

Beweis wie in §. 16, 4. 

6. Sind ABCDE fünf beliebige Punkte eines Kegelschnitts, 
a'h'cfd'e^ die durch diese Punkte gelegten Tangenten, so sind das 
vollständige Fünfeck ABCDE und das vollständige Fünfseit 
a'V d ^ ^ einander reciprok. 

Unmittelbare Folgerung aus §. 23, 5. 

27. Reciproke Systeme. 1. Zwei ebene Systeme heissen 
reciprok, wenn jedem Punkt des einen Systems eine gerade Linie des 
andern Systems entspricht und jedes Fünfeck in dem einen System 
dem ihm homologen Fünfseit in dem andern System reciprok ist. 

Sind A und B zwei beliebige Punkte des einen Systems, a' und 
h' ihre homologen Geraden im andern System, so ist die Gerade 
A.B des ersten Systems dem Durchschnittspunkte von a' und h* im 
zweiten Systeme homolog. 

Anm, Die Möglichkeit solcher Systeme ist durch die Sätze des vori- 
gen Paragraphen dargethan. 

2. Handelt es sich bloss darum, zu einem gegebenen Systeme 
ein beliebiges ihm reciprokes System zu konstruieren, so kann man 
einem beliebigen vollständigen Viereck (oder Yierseit) des gegebenen 
Systems ein beliebiges vollständiges Vierseit (oder Viereck) homolog 
setzen. Sind aber auf diese Weise vier Paare homologer Elemente 
festgelegt, so sind die beiden Systeme vollkommen bestimmt. 

3. Unmittelbar aus dem vorhergehenden sich ergebende Eigen- 
schaften reciproker Systeme sind: 

a. Liegen drei Punkte des einen Systems in gerader Linie, so 
haben die ihnen homologen Geraden im andern System einen ge» 
meinschaftlichen Durchschnittspunkt; und umgekehrt. 

S e e e r , neuere Geometrie. 5 
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b. Jeder Strahlenbüsclie] des einen Systems und die ihm ho- 
mologe Punktreihe des andern Systems sind einander konform. 

4. Sind Ä und B irgend zwei feste Punkte eines beliebigen 
der beiden Systeme, a' und h' die ihnen liomologen Geraden im 
andern System , so steht der Exponent einer beliebigen Geraden m 
des ersten Systems in Bezug auf A und B, zum Exponenten des 
homologen Punktes M' in Bezug auf a' und V in einem konstanten 

Verhältnisse : 

Am a'M' , ^ 

: -—. — s = konst. 

Bm b'M' 

Vgl. §. 17, 4. 

5. Sind zwei Systeme einem und demselben dritten Systeme 
reciprok, so sind sie unter einander kollinear. 

6. Beschreibt ein Punkt in dem eiuen von zwei reciproken Sy- 
steI^en eine Kurve, so beschreibt die homologe Gerade im andern 
System eine derselben homologe oder redproke Kurve. 

Sind zwei Kurven einander reciprok, und ist A ein Punkt der 
einen Kurve, a! die ihm homologe Tangente der andern Kurve, so 
ist auch andererseits die durch A an die erste Kurve gelegte Tan- 
gente, b, dem Punktet' homolog, in welchem die zweite Kurve von 
a' berührt wird. 

VgL Einl. I. 

7. Jede Kurve, welche einem Kegelschnitt reciprok ist, ist 
wiederum ein Kegelschnitt. 

Umgekehrt, sind zwei beliebige Kegelschnitte gegeben, so kann 
man den einen immer als die reciproke Umbildung des andern an- 
sehen, und zwar darf man drei beliebige Punkte der einen Kurve 
dreien beliebigen Tangenten der andern homolog setzen. 

Man kann also auch , auf unendlich viele Arten , jeden Kegel- 
schnitt sich selber reciprok setzen. 

2S. Gegenpunkte reciproker Systeme. 1. Ausgezeichnete 
Punkte reciproker Systeme sind die Cregenpunkte. Diesen Namen 
führt in jedem von zwei reciproken Systemen derjenige Punkt, wel- 
cher der unendlich entfernten Geraden des andern Systems homo- 
log ist. 

2. Liegen zwei Punkte des einen Systems mit dessen Gegen- 
punkt in gerader Linie, so sind die beiden ihnen homologen Gera- 
den im andern System einander parallel, und umgekehrt. 

3. Ist k^ irgend ein Kegelschnitt des einen Systems, und kon- 
struiert man indem andern Systeme den ihm homologen Kegelschnitt, 
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so ist der letztere eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel, je 
nacbdem der Gegenpunkt des ersten Systems innerhalb des gegebenen 
Kegelschnitts k^, auf diesem Kegelschnitt, oder ausserhalb desselben 
liegt. 

4. Liegt der Gegenpunkt des einen Systems in unendlicher 
Entfernung, so gilt dasselbe von dem Gegenpunkt des andern 
Systems. 

29. Reciprok verwandte Punkte oder Gerade. 1. Ein 

Punkt Ä eines ersten von zwei reciproken Systemen heisst einem 
Punkte 9 des zweiten Systems reciprok verwandt, wenn % auf der 
dem Punkte Ä homologen Geraden a' liegt. In welchem Falle auch 
umgekehrt A auf deijenigen Geraden des ersten Systems liegt, 
welche dem Punkte fl des zweiten Systems homolog ist. 

Der Punkt A des ersten Systems ist hiernach jedem Punkte der Ge- 
raden a' im zweiten System reciprok verwandt. 

2. Eine Punktreihe ABC , . des ersten Systems heisst einer 
Punktreihe 3(9^ . . des zweiten Systems reciprok verwandt, wenn 
jeder Punkt der ersten Reihe dem ihm entsprechenden Punkte der 
zweiten Reihe reciprok verwandt ist. 

3. Ist uii^C/.. eine beliebige Punktreihe des ersten Systems, und 
konstruiert man auf dem Träger derselben die reciprok verwandten 
Punkte S( 9 (S . ., so erhält man zwei konjektivische konforme Punktrei- 
hen. Sind H und K die beiden (reellen oder imaginären) Doppelpunkte 
dieser Reihen, so liegt jeder dieser beiden Punkte, man mag ihn als 
einen Punkt des ersten oder des zweiten Systems ansehen ^ auf der 
ihm homologen Geraden des andern Systems. Ein Punkt dieser 
Art heisst sich selber reciprok verwandt 

Auf jeder Geraden giebt es also im allgemeinen zwei und nur 
zwei , reelle oder imaginäre , sich selber reciprok verwandte 
Punkte. 

4. Es sei M ein beliebiger Punkt der Ebene. Sieht man den- 
selben einmal als einen Punkt des ersten, ein anderes mal als einen 
Pankt des zweiten Systems an, so sind ihin im allgemeinen in diesen 
beiden Fällen zwei verschiedene gerade Linien homolog. Bezeich- 
nen wir den Durchschnittspunkt der letztern mit SDl, so ist M, gleich- 
viel ob man ihn als einen Punkt des ersten oder des zweiten Systems 
betrachtet, in beiden Fällen dem Punkte SSM reciprok verwandt. Zwei 
Punkte dieser Art heissen doppelt reciprok verwandt 

Einem jeden Punkt der Ebene ist hiernach im allgemeinen ein 
und nur ein anderer Punkt der Ebene doppelt reciprok verwandt. 

5* 
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5. Jede Gerade, welche zwei doppelt reciprok verwandte Piiokte 
verbindet, enthält unzählig viele Paare doppelt reciprok verwandter 
Punkte. Dieselben bilden eine involutorische Punktreihe, und die, 
reellen oder imaginären, Doppelpunkte dieser Reihe sind die auf der 
betreflPenden Geraden befindlichen beiden sich selber reciprok ver- 
wandten Punkte. 

Es sei ABC . , eine beliebige PR. des 1. Systems, ^*^6^ . . 
die in demselben Träger enthaltene reciprok verwandte PR., so 
ist PR. ABC . . 7\ PB. ^936: . . Sind nun A und % doppelt 
reciprok verwandt, so enthalten jene Punktreihen ein Paar 
doppelt homologer Punkte. Folglich etc. §. 11, 6. 

6. Wie von reciprok verwandten Punkten, so kann man natür- 
lich auch von reciprok verwandten Geraden sprechen und jedem 
Satze dieses Paragraphen einen reciproken Satz gegenüberstellen. 

30. Situationsdreieck. 1. Zu zwei reciproken Systemen 
gehört im allgemeinen ein bestimmtes sogenanntes Situationsdreieck 
KLM, dessen Ecken und Seiten in folgender Weise einander doppelt 
homolog sind. 

Zunächst ist eine Ecke, etwa K, der ihr gegenüberliegenden 
Seite LM oder k doppelt homolog. Diese Ecke und diese Seite 
sind immer reell und können die Spitze und die Grundlinie des 
Situationsdreiecks genannt werden. 

Sodann ist jede der beiden andern Ecken der sie mit der Spitze 
verbindenden Seite doppelt homolog, also L doppelt homolog mit 
KL oder m, Jf doppelt homolog mit XJlf.oder h Diese beiden 
Ecken und Seiten sind bald reell, bald imaginär. 

Es seien A% ein Paar, J593 ein anderes Paar doppelt reciprok ver- 
wandter Punkte. So ist der Durchschnittspunkt der Verbindungslinien 
A% und B^ die Spitze K des Situationsdreiecks. 

Dem Punkte K ist sowohl auf A% als auf JB^ ein bestimmter Punkt 
doppelt reciprok verwandt. Die Gerade, welche diese beiden Punkte ver- 
bindet, ist die Grundlinie k des Situationsdreiecks. 

Die beiden sich selber reciprok verwandten Punkte der Grundlinie 
endlich bilden die beiden übrigen Ecken des Situationsdreiecks. 

2. Jede durch die Spitze des Situationsdreiecks gelegte Gerade 
enthält unendlich viele Paare doppelt reciprok verwandter Punkte. 
Eins dieser Paare ist die Spitze des Situationsdreiecks tind der Punkt, 
in welchem die betrefiFende Gerade die Grundlinie des Situations- 
dreiecks schneidet. 

Umgekehrt geht jede Gerade, welche zwei doppelt reciprok 
verwandte Punkte verbindet, durch die Spitze des Sitnationsdreiecks. 
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Später §. 70, 9 , wird sich zeigen , dass alle sich selber reciprok ver- 
T^andten Punkte auf einem Kegelschnitte liegen, und alle sich selber reci- 
prok verwandten Geraden einen andern Kegelschnitt berühren. 
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31. Bas Folarsystem. 1. Wenn zwei reciproke Systeme so 
liegen , dass die Ecken eines Dreiecks ABC den ihnen gegenüber- 
liegenden Seiten homolog sind (in welchem Falle es offenbar gleich- 
gültig ist, welchem Systeme man die Ecken und welchem man die 
Seiten zurechnen will), so befinden sich die beiden Systeme in involu- 
torischer Lage-, d. h. die Homologie eines Punktes und einer Gera- 
den ist ganz allgemein unabhängig davon , welchem Systeme man 
den Punkt und welchem man die Gerade zurechnen will. 

Fig. 18. Es sei P ein Punkt des ersten Systems, p' die 
homologe Gerade im zweiten System. Wir zeigen, dass, wenn 

manP als einen Punkt des zweiten 
^^' Systems ansieht, jp' die homologe 

Gerade im ersten System ist. 

Jede Ecke des Dreiecks ABC 
ist mit jedem Punkte der gegenüber- 
liegenden Seite doppelt reciprok ver- 
wandt. 

Es 'seien E und F die Punkte, 
in denen die Seiten AB und AG 
die Gerade p' schneiden, und H und 
6r die Punkte , in welchen die näm- 
lichen Seiten die Verbindungslinien PC und PjB schneiden. 
So ist 

B G im 1. System homolog mit J^^ im 2. System, 
CH „1. „ •„ „ E „ 2, „ 

Baraus folgt, dass E doppelt reciprok verwandt mit fi, und F 
doppelt reciprok verwandt mit G ist. 

Es ist also E ha 1. System röciprok verwandt mit-HT und C 
im 2. System; folglich E im 1, System homolog mit CH im 
2. System. 

Ebenso ergiebt sich, dass F im 1, System homolog mit B G 
im 2. System ist. Folglich etc. 
Anm. 1. Der Satz gilt auch noch dann, wenn eine oder zwei Ecken 
des Dreiecks ABC in unendlicher Entfernung liegen. 

Anm. 2. Bei der involutorischen Lage reciproker Systeme fallen die 
Gegenpunkte zusammen. 
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2. Zwei reciproke Systeme können immer in involutorische 
Lage gebracht werden. 

Es seien Ü und F' die beiden Gegen punkte, a, 6, c .. be- 
liebige durch U gelegte Strahlen des 1. Systems, a, b, c . . die 
ihnen reciprok verwandten, durch F' gehenden Strahlen des 
2. Systems; so ist SB. abc . .J\ SB. aßc . . 

Sind nun p und q die Normalstrahlen des ersten, p und q 
diejenigen des zweiten Büschels, und legt man die beiden Sy- 
steme so auf einander, dass p und q beziehungsweise auf q und 
p fallen, so befinden sich nicht bloss die beiden Strahlenbnschel, 
sondern die beiden Systeme in involutorischer Lage. 

Denn der Scheitel des betreffenden involutorischen SB. und die 
unendlich entfernten Punkte der Normalstrahlen bilden ein Drei- 
eck, dessen Ecken den ihnen gegenüberliegenden Seiten doppelt 
homolog sind. 

3. Zwei in involutorischer Lage befindliche reciproke Systeme 
fasst man als ein einziges System auf, in welchem je ein Punkt und 
eine Gerade der Ebene einander zugeordnet sind, and nennt dasselbe 
ein Polarsystem, 

Jeder Punkt heisst der Pol der ihm zugeordneten Geraden, 
und jede Gerade die Polare des ihr zugeordneten Punktes. 

Ein Dreieck, wie oben das Dreieck ABG, in welchem jede 
Ecke und die ihr gegenüberliegende Seite einander als Pol und 
Polare zugeordnet sind, heisst ein Pölardreiech 

Der Pol der unendlich entfernten Geraden heisst der Mittel- 
pwnkt oder das Gentrum des Polarsystems. 

4. Die Fundamentaleigenschaften reciproker Systeme (§. 27, 3) 
lauten für das Polarsystem wie folgt: 

a. Liegen drei Punkte eines Polarsystems in gerader Linie, so 
haben die ihnen zugeordneten drei Polaren einen gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunkt, und umgekehrt. 

b. Jede Punktreihe und der ihr zugeordnete Strahlenbüschel 
sind einander konform. 

5. Handelt es sich bloss darum, irgend ein Polarsystem zu 
konstruieren, so kann man ein beliebiges Dreieck als ein Polardrei- 
eck ansehen und dann noch einen beliebigen Punkt, der auf keiner 
Seite des Dreiecks liegt, und eine beliebige Gerade, die durch keine 
Ecke des Dreiecks geht, einander als Pol und Polare zuordnen. 
Sind aber auf diese Weise vier Punkte und ihre Polaren festgelegt, 
so ist das System vollkommen bestimmt. 

Man kann auch zur Bestimmung eines Polarsystems die Ecken eines 
beliebigen einfachen Fünfecks und die ihnen gegenüberliegenden Seiten 
als Pole und Polaren zusammen ordnen. 
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In der That, zieht man in einem einfachen Fünfeck ÄBCDE 
eine Diagonale ÄCf und bezeichnet man den Schnittpunkt der 
Seiten AE und CD mit F, so hat man ia ÄCF ein Polar- 
dreieck, während J3 undD^ als ausserdem noch willkürlich ge- 
wählte einander zugeordnete Elemente angesehen werden können* 



32. Konjugierte Funkte. Konjugierte Gerade. 1. Geht 
die Polare eines Punktes Ä durch einen Punkt B, so geht auch um- 
gekehrt die Polare von B durch den Punkt A, Je zwei Punkte 
dieser Art heissen einander konjugiert. 

Ebenso heissen zwei gerade Linien einander .konjugiert, wenn 
eine jede yon ihnen durch den Pol der andern geht. 

Ein Punkt ist also jedem beliebigen Punkte seiner Polare, und 
eine Gerade ist jeder beliebigen durch ihren Pol gelegten Geraden 
konjugiert. 

2. Je zwei konjugierte Punkte bilden mit dem Pol ihrer Ver- 
bindungslinie ein Polardreieck; ebenso zwei beliebige konjugierte 
Gerade und die Polare ihres Durchschnittspunktes. 

Ein Polarsystem enthält also unendlich viele Polardreiecke. 

3. Die in einer beliebigen Geraden enthaltenen Paare konju- 
gierter Punkte bilden eine inyolutorische Punktreihe. 

Die um einen beliebigen Punkt vereinigten Paare konjugierter 
Geraden bilden einen involutorischen Strahlenbüschel. 

4. Es seien zwei Paare zugeordneter Elemente eines Polar- 
systems gegeben: die Punkte A^ Bj und ihre Polaren a, &. So ist 
damit auch der auf AB liegende einem beliebigen dritten Punkt C 
konjugierte Punkt S, oder die durch den Schnittpunkt ah gehende 
einer beliebigen dritten Geraden c konjugierte Gerade c gegeben. 

Bezeichnet man die Gerade, welche C mit dem Durch- 
schnittspunkte a & verhindet, mitm; und wird die Gerade ^ JB von 
a in % von & in %, von m in D geschnitten, so sind A% und 
B^ zwei Paare zugeordneter Punkte einer involutorischen Punkt- 
reihe, in welcher der Pol von tn dem Punkte D zugeordnet ist. 

5. Sind auf einer Geraden m drei Paare zugeordneter Punkte 
einer involutorischen Punktreihe A'ü, B^ und CS gegeben, und 
verbindet man einen beliebigen Punkt M der Ebene durch die Strah- 
len a, &, c mit den Punkten % 9, S, so kann man zur Bestimmung 
eines Polarsystems die Punkte A und B als die Pole der Geraden 
a und h ansehen, und dann noch einen beliebigen Punkt D des 
Strahles c (ausser M und @) mit einer beliebigen durch G gelegten 
Geraden d (ausser m und MC) als Pol und Polare zusammenord- 
nen. — Reciproke Umbildung. 



72 



Von der Reciprocität. 



Beweis. Man kann zar Bestimmung zweier reciproken Sy- 
steme immer festsetzen, dass 

A, B, M, B 
im ersten System homolog seien mit 

a, h, nif d 
im zweiten System. 

Dann aber ist jede Ecke des Dreiecks MC(S> der ihr gegen- 
überliegenden Seite doppelt homolog. Also befinden sich die 
beiden Systeme in involatorischer Lagö. 

6. Sind ABC irgend drei nicht in gerader Linie liegende 

Pnnkte eines Polarsystems und ahc ihre Polaren, so befinden sich 

die beiden Dreiecke ABC und abc in perspektiyischer Lage. Die 

Ecke A entspricht der Ecke hc etc. 

Fig. 19. Bezeichnen wir die drei Seiten des Dreiecks ABC 
mit abc, die drei Ecken des Dreiseits abc mit ^^@^, so ist zu 



Fig. 19. 




zeigen , dass die Geraden A% JB ^, 
C (S> einen gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspmikt haben. 

Nun ist die Punktreihe, in der 

c von a, by C% c, 

geschnitten wird, den vier Strahlen 
konform, welche 

G mit Ay By cCf (^ 
verbinden. Es ist also 

^%HK7\ ABKJ 

7^ BAJK 
Folglich haben SB 5, %A, HJ, als Projektionsstrahlen perspek- 
tivisch konformer PEr. , einen gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
punkt. 
7. Umgekehrt, befinden sich zwei Dreiecke ABC und äSS 
in perspektivischer Lage, so kann man zur Bestimmung eines Polar- 
systems die drei Ecken A^ B, G des einen Dreiecks und die drei Seiten 
SC^, (S!%, %^ des andern einander als Pole und Polaren zuordnen* 

Es ist zu zeigen, dass, wenn man f&^ und ^% den Punkten 
A und B zuordnet, alsdann immer W 93 durch den dem Pimkte C 
konjugierten Punkt der Geraden AB geht. 



Fig. 20. 



D 




Nun ist, Fig. 20, 

SB. a,b/(S,C,(lD~/\ SB. o, b, C®, 

CD 

also 

A'B'iyD 7\ BAD'D 
oder 

A'B'D'D 7\ ABDD'. 

Die drei Punktpaare AA\ BB\ 
D D' befinden sich also in Invo- 
lution. Folglich etc. 
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33. Sich selber konjugierte Punkte oder Gerade. 1. Die 

Doppelpunkte der involutorischen Punktreihe, welche von den in 
einer beliebigen Geraden enthaltenen Paaren konjugierter Punkte 
gebildet wird, sind zwei sich Seiher hmjugierte Punkte, d. h. jeder 
dieser Punkte liegt auf seiner Polare. 

Die Doppelstrahlen des involutorischen Strahlenbüschels, wel- 
chen die durch einen beliebigen Punkt gelegten Paare konjugierter 
Strahlen bilden, sind zwei sich selber konjugierte Gerade, d. h. jede 
dieser beiden Geraden geht durch ihren Pol. 

Es giebt also im allgemeinen auf jeder Geraden zwei, reelle 
oder imaginäre, sich selber konjugierte Punkte, und in jedem 
Strahlenbüschel zwei (reelle oder imaginäre) sich selber konjugierte 
Gerade. 

Ist eine Gerade sich selber konjugiert, so ist ihr Pol der einzige 
auf ihr befindliche sich selber konjugierte Punkt. Will man auch 
bei einer solchen Geraden von einer durch die in ihr enthaltenen 
Paare konjugierter Punkte gebildeten involutorischen Punktreihe 
sprechen, so ist jener Punkt allen übrigen Punkten zugeordnet und 
die Reihe eine parabolische. — Reciproke Umbildung. 

2. Ist ABC ein beliebiges Polardreieck eines Polarsystems, 
M ein beliebiger Pnnkt im Innern des Dreiecks, m seine Polare, 
so sind zwei Fälle möglich: entweder liegt die Polare ganz ausser- 
halb des Dreiecks, oder sie durchbohrt das Dreieck, indem sie den 
Umfang desselben zweimal schneidet. 

Im ersten Falle enthält das Polarsystem keine reelle sich selber 
konjugierte Punkte oder Gerade. Im zweiten Falle enthält das Sy- 
stem unendlich viele sich selber konjugierte Punkte und unendlich 
viele sich selber kongruierte Gerade. Und liegen die beiden Punkte, 
in denen m den Umfang des Polardreiecks schneidet, auf den Seiten 
AB und AC, so befinden sich insonderheit auf jeder durch A ge- 
legten Geraden zwei sich selber konjugierte Punkte, und durch jeden 
Punkt der Geraden B G gehen zwei sich selber konjugierte Gerade. 

Erster Fall, Zunächst ist klar, dass kein Punkt auf einer der drei 
Seiten des Polardreiecks sich selber konjugiert sein kann. 

"Wird eine Seite, z. B. jB C , von AM ioi B von m in (? ge- 
schnitten, so sind B und Q zwei konjugierte Punkte und diese 
linden sich durch die konjugierten Punkte B und C von ein- 
ander getrennt. Die Paare konjugierter Punkte bilden also auf 
jeder Seite eine elliptische PR. 
Ferner kann auch kein im Innern des Polardreiecks gelegener Punkt 
sich selber konjugiert sein. 

Ist N ein beliebiger Punkt innerhalb des Dreiecks AB C^ 
und schneidet BN die Seite ^C in -B, CJV die Seite AB in 
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S-j ist ferner M' auf ^ (7 der dem Punkte B, und 5' auf AB 
der dem Punkte S konjugierte Punkt, so ist i2' der Pol von 
BN, fi" der Pol von CN, folgüch B' S' die Polare von i^. 
Nun liegen aber 22' und 5' nach dem so eben bewiesenen, ersterer 
ausserhalb der Ecken Ä und C, letzterer ausserhalb der Ecken 
A und B, Folglich liegt die Polare von N ganz ausserhalb 
des Polardreiecks. Folglich, etc. 
Wir zeigen endlich, dass auch kein beliebiger ausserhalb des Polar- 
dreiecks gelegener Punkt X sich selber konjugiert sein kann. 

Unter den Geraden, welche X mit den Ecken des Dreiecks 
AB C verbinden, muss es eine geben , welche in das innere des 
Breiecks eindringt. Es sei dies AX. So folgt aus dem zuerst 
bewiesenen , dass auch die auf dieser Geraden befindlichen Paare 
konjugierter Punkte eine elliptische Beihe bilden müssen. Folg- 
lich kann es auf AX keinen reellen sich selber konjugierten 
Punkt geben. Folglich kann auch X nicht sich selber kon- 
jugiert sein. 
Zweiter Fall. Man zeige, dass die Paare konjugierter Pujikte auf 
jeder durch A gelegten Geraden eine hyperbolische Punktreihe bilden. 

3. Siebenter Fundamentdisatz zur Theorie der Kegelschnitte, 
Die sich selber konjugierten PunMe eines Polarsystems bilden einen 
Kegelschnitt, und dieser Kegelschnitt wird zugleich von allen sich 
selber konjugierten Geraden berührt. Jeder Punkt des Kegelschnitts 
und die durch denselben gelegte Tangente sind als Pol und Polare 
einander zugeordnet. Dieser Kegelschnitt heisst die Direktrix des 
Polarsystems. 

Umgekehrt kann jeder Kegelschnitt als die Direktrix eines 
(dui'ch denselben bestimmten) Polarsystems angesehen werden. 

1. Wir beweisen die Umkehrung zuerst. Es seien ABC 
drei Punkte eines KS. , ahc ihre Tangenten. So liegen die 
Dreiecke ABC und abe (nach §. 23, 9) perspektivisch. Folg- 
lich giebt es (nach §. 32, 7) ein und nur ein Polarsystem, in 
welchem die Punkte ABC und die Geraden abc beziehungs- 
weise einander als Pole und Polaren zugeordnet sind. Es ist 
nun zu beweisen, dass ein beliebiger Punkt D des KS. und seine 
Tangente d in diesem Systeme ebenfalls einander als Pol und 
Polare zugeordnet sind. Dies aber ergiebt sich sofort aus den 
nach §. 23, 5 stattfindenden beiden Konformitäten: 

SB. a, AB, AC, AD 7\ PR. A, ab, ac, ad, 

SB. b, BA, BC, BD, J\ PR. B, ba, bc, bd. 

2. Mit der Umkehr ung ist auch der zuerst aufgestellte Satz 
bewiesen. Sind ABC drei sich selber konjugierte Punkte eines 
Polarsystems , abc ihre Polaren , und konstruiert man den 
Kegelschnitt , welcher die Geraden abc in AB C berührt, 
so ist jeder Punkt und jede Tangente dieses KS. sich selber 



Von der Reciprocität. 75 

konjugiert. Andere sich selber konjugierte Elemente kann es 
aber nicht geben. Denn läge ein sich selber konjugierter Punkt 
M nicht anf dem Kegelschnitt, so müsste es auf jeder der 
drei Geraden MA, MB, MC drei sich selber konjugierte Punkte 
geben, was nicht möglich ist. 



34. Das cirkulare Folirsystem. 1. Das einfachste Polar- 
system ist dasjenige , in welchem jede Polare auf der Verbindungs- 
linie ihres Poles und des Centrums senkrecht steht und das Produkt 
der Entfernungen des Centmms von einem beliebigen Pole und 
seiner Polare einen konstanten Wert X hat. 

/ 

Ist Ä positiv, = + m^, so ist die Direktrix ein reeller Kreis, 
dessen Radius = m ist. 

Ist 7C negativ, = — w*, so ist die Direktrix ein imaginärer 
Kreis, dessen Radius =z m V — 1 ist. Das System hat keine sich 
selber konjugierte Punkte oder Gerade. 

Das cirkulare Polarsystem mit reeller Direktrix ist bereits in den „Ele- 
menten der Geometrie, Buch n, Kap. 2," betrachtet worden. 

2. Charakteristische Eigenschaften des cirkularen Polarsystems 
sind: 

a. Zwei beliebige Gerade schneiden sich unter demselben Win- 
kel wie die Geraden, welche ihre Pole mit dem Gentrum verbinden. 

b. Sind Ä undB zwei beliebige Punkte, a und h ihre Polaren, 
so verhalten sich die Entfernungen der Punkte Ä und B vom Cen- 
trum des Systems, wie die Entfernungen der nämlichen Punkte 
von den ihnen nicht zugeordneten Polaren: 

OÄ: 0B = Ah: Ba. 

Anm. Später wird sich zeigen, dass man sich jeden Kegelschnitt 
als durch cirkulare Polarisation eines Kreises entstanden denken kann« 

8. §. 54. 

35. Zwei Polarsysteme und ihr Eardinaldreieck. 1. Zwei 
in derselben Ebene befindliche Polarsysteme haben ein Polardreieck 
entsprechend gemein, d. h. es giebt in der Ebene drei Punkte von 
solcher Beschaffenheit, dass jeder derselben in dem einen wie in 
dem andern Systeme der Verbindungslinie der beiden andern Punkte 
als seiner Polare zugeordnet ist. 

Die drei Punkte heissen die Kardinalpunkte der beiden Polar- 
systeme ; die ihnen zugeordneten Polaren heissen die Kardinällinien^ 
und das Dreieck, als dessen Ecken und Seiten diese Elemente figu- 
rieren, heisst das Kardinaldreieck, 
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Einer der Kardinalpnnkte and die ihm zugeordnete Kardinal- 
linie sind immer reell; die beiden andern Kardinalpankte sind, mit 
ihren Eardinallinien, bald reell, bald imagin&r. 

Herleitung, Betrachten wir die geraden Iiinien ahc . , der Ebene 
einmal als Elemente des ersten, das andere mal als Elemente des zweiten 
Systems, und sind ihnen im ersten Falle die Punkte AB C ., ^ im zwei- 
ten die Punkte %^(l , . als Pole zugeordnet, so sind die beiden Punkt- 
systeme (nach §. 27, 5) einander kollinear, und wir wissen (§. 24), dass 
solche zwei Systeme mindestens einen reellen Punkt entsprechend gemein 
haben. Es giebt also jedenfalls eine reelle Gerade k und einen reellen 
Punkt Ky welche für beide Polarsysteme einander als Polare und Pol 
zugeordnet sind. 

Nun enthält die Kardinallinie k zwei involutorische Punktreihen, 
von denen die eine durch die auf dieser Linie befindlichen Paare konju- 
gierter Punkte des ersten, die andere durch die Paare konjugierter Punkte 
des zweiten Systems gebildet wird. Sind dann (§. 14) L undüf die beiden, 
reellen oder imaginären Punkte , welche für jede der beiden Punktreihen 
ein Paar zugeordneter Punkte darstellen, so ist KLM das Kardinaldreieck 
der beiden Polarsysteme. 

2. Wenn die Direktrizen der beiden Polarsysteme sich in zwei 
Punkten berühren, so ist die Gerade fc, welche die beiden Berüh- 
rungspunkte verbindet, die eine, immer reelle, Kardinallinie, und der 
in beiden Systemen dieser Geraden zugeordnete Pol, ÜT, der eine, 
immer reelle, Kardinalpunkt. 

In diesem singulären Falle sind je zwei Punkte der Geraden 
h, welche in dem einen System einander konjugiert sind, auch 
zwei konjugierte Punkte des zweiten Systems, und es gehören zu 
den beiden Systemen unendlich viele Kardinaldreiecke, die aber alle 
die- Ecke K und die Seite k mit einander gemein haben. 

Dieser Fall tritt ein, wenn die beiden in (1) betrachteten 
Punktsysteme ABC » . und %^^ , , ausnahmsweise sich in 
perspektivischer Lage befinden. 



Allgemeine Schlussbemerkungen. 

1. Die Sätze der Beciprodtätslehre geben uns das Becht, ganz 
allgemein von je zwei reciproken Theoremen das eine als durch das andere 
zugleich mit bewiesen anzusehen. 

2. Wir werden uns der in diesem ersten Buche entwickelten all- 
gemeinen Theorien in dem folgenden zweiten Buche zur Herleitung der 
elementaren Eigenschaften der Kegelschnitte bedienen. Wie wir aber, um 
die Angriffspunkte zu solcher Herleitung zu gewinnen oder die allgemeinen 
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Theorien za einem einigermaassen befriedigenden Abschluss zu bringen, 
einige der Fnndamentaleigenschaften jener Kurven bereits in diesem Buche 
zur Darstellung bringen mussten, so werden umgekehrt sich die hier an- 
gestellten Betrachtungen durch die späteren Sätze mehrfach ergänzt und 
vervollständigt finden. Insonderheit kann die in dem letzten Paragraphen 
angetretene Untersuchung der zwischen zwei Polarsystemen stattfindenden 
Beziehungen erst in der Lehre von den Beziehungen zwischen zwei 
Kegelschnitten weiter verfolgt werden. 
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36. Verschiedene Entstehungsweiaen eines Kegelschnitts. 
1. Drehen sich zwei Gerade a und a! um zwei feste Punkte und 
0' so, dass sie von einer gegebenen festen Geraden eine Strecke 
von konstanter Länge ausschneiden, so beschreibt der Durchschnitts- 
punkt jener Geraden einen Kegelschnitt, der durch die beiden Punkte 
und 0' geht. 

Verschieben sich zwei Punkte A und Ä auf zwei festen Geraden 
so, dass die Strecke AA! in einem gegebenen festen Punkt unter 
einem konstanten Winkel erscheint, so hüllt die Gerade AA* einen 
Kegelschnitt ein, welcher die beiden festen Geraden berührt. 

Sind im ersten Satze P und P' die sich verschiebenden 
Endpunkte der konstanten Strecke, so beschreiben diese Funkte 
zwei kongruente, also auch konforme Punktreihen. Folglich, etc. 

2. Newtons organische Beschreibung des Kegelschnitts, Wenn 
sich zwei Strahlenwinkel ah und a*l! von konstanter Grösse um 
ihre Scheitelpunkte so drehen, dass zwei Schenkel a und a' sich 
immer auf einer gegebenen Geraden schneiden, so beschreibt der 
Durchschnittspunkt hV der beiden andern Schenkel einen durch die 
festen Scheitelpunkte gehenden Kegelschnitt. 
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Wenn zwei Strecken AB und Ä'B* von konstanter Länge sich 
auf ihren Geraden so verschieben, dass die YerbinduDgslinie zweier 
Cndpunkte, AA\ immer 'durch einen gegebenen Punkt geht, so 
hüllt die Verbindungslinie der beiden andern Endpunkte, BB\ einen 
Kegelschnitt ein, welcher die beiden Geraden .^ ^ und^'^' berührt. 
Anm. Beide Sätze lassen sich noch etwas erweitem. Es ist z. B. 
im ersten Falle nicht erforderlich, dass sich a und a' auf der festen 
Gfreraden schneiden, sondern es genügt schon, wenn nur die Punkte, in 
denen sie diese Gerade schneiden, immer in derselben Entfernung von 
einander bleiben. 

3. Theorem von Maclaurin und Braikenridge, Wenn eine 
Gerade, welche sich um einen festen Punkt M dreht, zwei gegebene 
feste Gerade l und V in den Punkten A und A' schneidet, und diese 
beiden Punkte mit zwei festen Punkten P und P' verbunden werden, 
so beschreibt der Durchschnittspunkt der beiden Verbindungslinien 
JPA und P'A* einen Kegelschnitt, welcher durch die Punkte P und 
P\ durch den Durchschnittspunkt der beiden festen Geraden, end- 
lich auch durch diejenigen beiden Punkte geht, in denen l und V 
beziehungsweise von MP' und MP geschnitten werden. — Reci- 
proke Umbildung des Satzes. 

4. Wenn ein einfaches n-Seit auf die Weise transformiert wird, 
dass jede Seite sich um einen festen Punkt dreht und (n — 1) 
Ecken auf ebenso vielen festen Geraden hingleiten, so beschreibt die 
n^-Ecke einen Kegelschnitt, der durch die Drehungspunkte der in 
ihr zusammenstossenden Seiten geht. Und ebenso beschreibt jeder 
Punkt, in welchem sich zwei nicht auf einander folgende Seiten des 
n-Seits schneiden, einen durch die Drehungspunkte der beiden Sei* 
ten gehenden Kegelschnitt. — Reciproke Umbildung. 

37. Zwei ein- oder umgeschriebene Dreiecke. Ein- und 
umgeschriebenes Viereck. 1. Lehrsatz. Sind einem Kegel- 
schnitte zwei Dreiecke eingeschrieben, so sind deren sechs Seiten 
sechs Tangenten eines Kegelschnitts. 

Sind einem Kegelschnitt zwei Dreiecke umgeschrieben, so sind 
die sechs Ecken derselben sechs Punkte eines Kegelschnitts. 

Es seien ABCxmä. DE F zwei beliebige eingeschriebene 
Dreiecke, so ist 

SB. C - ABDE A SB. F ~ ABBE. 

Baraus folgert man ohne Mühe, dass J.J? undDJ^ von den vier 
übrigen Dreiecksseit^.konform geschnitten werden. 

2. Folgerung. Ist ein Dreieck einem Kegelschnitte ein- und 
zugleich einem andern Kegelschnitte umgeschrieben, so giebt e» 
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unendlich viele Dreiecke, welche zugleich dem ersten Kegelschnitte 
ein- und dem zweiten umgeschrieben sind. 

3. Folgerung, Sind a, b, c die drei iSeiten eines einem Kegel- 
schnitte eingeschriebenen Dreiecks, und schneidet eine Gerade, die 
sich um irgend einen festen Punkt M des Kegelschnitts dreht , den 
letztern zum zweiten Male in dem Punkte JV, die drei Seiten des 
Dreiecks aber in Ä, B^ C, so hat das anharmonische Verhältnis der 
vier Punkte NABC einen konstanten Wert. — Reciproke Um- 
bildung. 

Es schneide eine zweite durch M gelegte Gerade den ES. 
in N' ^ die Seiten des Dreiecks in -4', JB', C, so ist zu zeigen, 
dass 

. NABC7\ N'Ä'B'C 

Nun sind aher ahc und MNN' zwei dem KS. eingeschriebene 
Dreiecke. Folglich werden MN und MN' von a, 5, c und ^ j^ 
konform geschnitten. 

4. Lehrsatz. Sind AB CD vier beliebige Punkte eines Kegel- 
schnitts, ah cd die vier durch diese Punkte gelegten Tangenten, so 
haben die vier Diagonalen des einfachen Vierecks AB CD und des 
einf. Vierseits ah cd einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt, 
und die vier Punkte, in denen sich je zwei einander gegenüber- 
liegende Seiten dieser Figuren schneiden, liegen in gerader Linie. 

Leichte Folgerungen aus den Sätzen von Pascal und Brian- 
chon. Man betrachte im zweiten Falle AB CD al& ein Sechseck, 
in welchem jede der beiden Ecken A und C mit der nächst- 
folgenden Ecke zusammenfällt, a und c also als zwei gegenüber- 
liegende Seiten figurieren. 

5. . Folgerung, Bilden vier Punkte eines Kegelschnitts die vier 
Ecken eines Parallelogramms , so bilden die vier durch jene Punkte 
gelegten Tangenten ebenfalls ein Parallelogramm ; und umgekehrt. 

38. Theorem von Desargües. 1. Ist einem Kegelschnitt 
irgend ein vollständiges Viereck eingeschrieben, so befinden sich die 
Punkte, in denen eine beliebige Gerade den Kegelschnitt schneidet, 
mit den drei Punktpaaren, in denen dieselbe Gerade je zwei einander 
gegenüberliegende Seiten des Vierecks schneidet, in Involution. 

Ist einem Kegelschnitte ein beliebiges vollständiges Vierseit 
umgeschrieben, so bilden die beiden aus einem beliebigen Punkt an 
den Kegelschnitt gezogenen Tangenten mit den drei Strahlenpaaren, 
welche den nämlichen Punkt mit je zwei einander gegenüberliegen- 
den Ecken des Vierseits verbinden, eine Involution (von vier Strah- 
lenpaaren). 
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Es seien AB CD vier beliebige Funkte des KS. Die Gerade 
schneide den KS. in M und M' , die Seiten Ä C und BD in N 
und N' , die Seiten A D und BC in P und P' , so ist nach 
§. 13, 4 nur zu zeigen, dass die drei Punktpaare MM\ NN', 
PP* eine Involution bilden. 

Drehen sich zwei Strahlen um A und B so, dass ihr Durch- 
schnittspunkt auf dem Kegelschnitte hingleitet, so schneiden 
sie die Gerade in zwei konformen Punktreihen. NP' und PN' 
sind zwei Paare homologer Punkte dieser Beihen, M und M' 
aber sind ihre Doppelpunkte. Folglich bilden (nach §. 13, 2) 
MM, NN und PP eine Involution. 
Anm. Der Beweis gilt auch noch dann, wenn die Gerade den KS. 
in zwei imaginären Punkten schneidet. 

2. Folgerung!, Wenn ein einem Kegelschnitt eingeschriebenes 
einfaches Viereck so transformiert wird, dass (während die Ecken 
auf der Knrve fortgleiten) drei Seiten sich um drei feste Punkte 
einer geraden Linie drehen, so dreht sich auch die vierte Seite am 
einen -festen Punkt dieser Geraden. — Reciproke Umbildung. 

3. Folgerung 2. Ist einem Kegelschnitte ein Dreieck ein- 
geschrieben, so bilden die drei Punktpaare, in denen eine beliebige 
Gerade erstens den Kegelschnitt, zweitens zwei beliebige Seiten des 
Dreiecks, drittens die dritte Seite und die durch die gegenüber- 
liegende Ecke gelegte Tangente schneidet, eine Involution. — Reci- 
proke Umbildung. 

Hau betrachte das Dreieck als ein Viereck, von dessen 
Ecken zwei unendlich nahe aneinander gerückt sind. 

4. Folgerung 3. Sind an einen Kegelschnitt zwei Tangenten 
gezogen, so bilden die beiden Punktpaare, in welchen eine beliebige 
Gerade erstens den Kegelschnitt nnd zweitens die beiden Tangenten 
schneidet, mit dem Dur<!kschnittspnnkt der Geraden und der Berüh- 
rnngssehne eine Involution, in welcher dieser letztere Punkt einen 
Doppelpunkt darstellt. — Reciproke Umbildung. 

Die beiden Tangenten und die Berührungssehne können als 
ein eingeschriebenes einfaches Viereck angesehen werden, in 
welchem jeder Berührungspunkt zwei (unendlich nahe an ein- 
ander gerückte) Ecken vertritt. 

5. Folgerung 4. Ist einem Kegelschnitt ein beliebiges ein- 
faches Viereck eingeschrieben, und schneidet eine Gerade die auf 
einander folgenden Seiten in den Punkten P1P2P3P4, den Kegel- 
schnitt aber in den Punkten A nnd B^ so ist 

' AP^ ' AP^ _ BPi « PP3 
AP2 ' AP4, ~ BP2 ' BP^' 

Seeger, neuere Geometrie. Q 
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Ist einem Kegelschnitt ein einfaches Vierseit umgeschriehen, 
und bezeichnet man die Geraden, welche einen beliebigen Punkt M 
mit den auf einander folgenden Ecken desselben verbinden, durch 
mi m^ m^ m^, sind femer a und h die aus M an den Kegelschnitt ge- 
zogenen Tangenten, so ist 

sin anti • sin am^- sin hmi sin hm^ 

sin am^ * sin am^ sin hm^ sin hm^ 

S. §. 13, 4. 
6. Folgerung 5. Ausdehnung des letzten Satzes mittelst des 
Schlusses von 2 n auf 2 n -j- 2 auf ein beliebiges einfaches Vieleck 
oder Vielseit von gerader Ecken- oder Seitenanzahl. 

Ein Sechseck läset sich durch eine Diagonale in zwei Vier- 
ecke zerlegen und der obige Satz kann dann anf jedes dieser 
beiden Vierecke angewandt werden. Ein Achteck ist durch eine 
Diagonale in ein Sechseck und ein Viereck zu zerlegen etc. 

30. Theorem von Pappus. 1. Ist einem Kegelschnitt ein 
einfaches Viereck eingeschrieben, so steht das Produkt der Entfer- 
nungen' eines beliebigen Punktes der Kurve von zwei einander ge- 
genüberliegenden Seiten des Vierecks zum Produkt seiner Entfer- 
nungen von den beiden andern Seiten in einem konstanten Verhält- 
nisse. 

Ist einem Kegelschnitt ein einfaches Vierseit umgeschrieben, so 
steht das Produkt der Entfernungen einer beliebigen Tangente von 
zwei einander gegenüberliegenden Ecken des Vierseits zum Produkt 
der Entfernungen der nämlichen Tangente von den beiden andern 
Ecken in einem konstanten Verhältnisse. 

Es ^ei ABGD das eingeschriebne Viereck, M ein belie- 
biger Funkt des KS., N ein anderer Punkt desselben, so ist 

SB. A — MNBD 7v SB. C - MNBD, 
Daraus folgt 

sin MAB sin MCB __ sin NAB sin NCB _ 
sin MAB ' sin MCB "" sin NAB ' sin NCB " ^^ 

Nun verhalten sich aber sin MA B und sin MA B wie die 
Entfernungen des Punktes M von A B und AB^ etc. 

2. Folgerung!. Der Satz des Pappus lässt sich eben so wie das 
Theorem von Besargues specialisieren , und vom Viereck oder Vier- 
seit auf ein beliebiges 2n-Eck oder 2 n -Seit ausdehnen. 

3. Folgerung 2. Aus dem Satze des Pappus folgert man auch 
sehr leicht, dass die allgemeine Gleichung des Kegelschnitts, wie sie 
die analytische Geometrie zu entwickeln hat, eine Gleichung vom 
zweiten Gerade ist. 
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Beziehen wir, wie es gestattet ist, die Punkte der Ebene auf recht- 
winklige Koordinatenaxen und sind 

die Gleichungen der auf einander folgenden Seiten des einfachen Vierecks, 
sind ferner ^ und )j die Koordinaten eines beliebigen Punktes des Kegel- 
schnitts, so finden sich die Entfernungen dieses Punktes von jenen vier 
Geraden bekanntlich durch folgende Ausdrücke dargestellt: 

Tj — a| — h Tj — g^l — b' 

V (1 + a2) ' y (1 + a'2) ' ""^ 
Folglich ist nach unserm Theorem: 

(i? - al — b) (rj —o"!-. 6") 



(,, -_ a' I — 6') {7i — a'" I — &'") 



= konst. 



40. Theorem von Camot. 1. Sind A, B, C die Ecken 
eines beliebigen Dreiecks, und bezeichnet man die Pnnkte, in denen 
die drei Seiten AB^ B G, CA dieses Dreiecks einen beliebigen Kegel- 
schnitt schneiden , beziehungsweise mit Ai A^ , Bi B^, Gi C^, so ist 

AAi . AA^ BBx . BB2 GGy . CC^ _ 
BAi . BA^ ' GBl . CB^ ' AGi . AG^ ~ ' 

Sind a, &, c die Seiten eines beliebigen Dreiecks und bezeichnet 
man die ans den Ecken ah, bc, ca an den Kegelschnitt gezogenen 
Tangentenpaare beziehungsweise mit ai 02, hi 1)2 nnd Ci C2, so ist 

sin aai sin aa^ sin bhi sin bb^ sin cci sin cc^ 



sin bai sin bci^ sin cbi sin c&2 

Fig. 21. 




= 1. 

stn aci stn ac^ 

Fig. 21. Es werde die 
Seite B C von A^ Cj in M, 
von A^Ci in N geschnitten, 
so ist nach Einl. XI. 



AAj 
BAi 

AA^ 
BA 



a 



BM CC^ _ 
CM' AC^'^ ' 

BN CC^ _ 
CN ' ACi^ ' 



Woraus sich durch Multipli- 
kation ergiebt: 

AAi . AA^ CCi . CCa ^^ ^ ^^ — 
BAi . BA^ ' AC^ . AC^ ' CM . CN 

Nun ist A^ A2 Ci C^ ein eingeschriebenes einfaches Viereck. Wen- 
den wir auf dieses und die Gerade MN den Satz von Desargues 
an, so sind MN, BC, B1B2 drei in Involution befindliche 
Punktpaare. Folglich nach §. 13, 4: 

BM . BN _ BBi . BB2 

CM . CN "~ CBi . CB^ 
Folglich etc. 

6* 
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Fig. 22. 



Anm, Der Beweis setzt voraus, dass jede der beiden Seiten AB 
und A C den Kegelschnitt in zwei reellen Punkten schneidet. Es lässt 

sich aber leicht zeigen, dass der Batz 
auch ohne diese Einschränkung gültig 
bleibt. 

Schneidet, Fig. 22, nur eine Seite, 
A C, den KS. in zwei reellen Punkten, 
so ziehe man aus B eine Gerade, welche 
den KS. in zwei reellen Punkten Dj und 
Z>2 schneidet. Trifft dieselbe die Seite 
AC in X> , so gilt der Satz für die 
beiden Dreiecke ABB und CDB. 
Es ist also 

BD^ . BDz DCi . DC2 




JL -A-^ . Jx J^c^ 



BAj^ 
BB 



1 



BA^ 
BB 



2 









AC^ 



ACi 



= 1, 



= 1. 



'2 



Ci^i . CB2 nCi . CDa J5Di . BD^ 

Woraus sich durch Multiplikation die zu erweisende Gleichung ergiebt. 

Schneidet endlich keine Seite den KS. in zwei reellen Punkten, so 
ziehe man wieder aus einer Ecke eine Gerade, deren Schnitte mit der 
Kurve reell sind, und verfahre mit den dadurch erhaltenen Dreiecken, wie 
so eben mit den Dreiecken ABB und GBB, 

2. Folgerung 1. Rückt eine Ecke des Dreiecks, z. B. C, in 
nnendliche Entfernung, so reduziert sich die Gleichung in (1) auf: 

AA^ . AA^ _ BAi . BA2 
ACi . ACc^"^ Büi . BB2' 

Bückt C in unendliche Entfernung, so wird 

^ ^1 C C2 

C B^ C B2 

Denn C G-^ und C B^ "verhalten sich wie die Sinus der beiden 
"Winkel, welche die Seiten CA und CB mit C^B^ bilden. 
Werden die Seiten parallel, so werden die Sinus einander gleich. 

3. Folgerung 2. Zieht man aus einem beliehigen Punkte M 
zwei Gerade parallel mit zwei gegebenen festen Geraden a und &, 
nnd schneidet die eine den Kegelschnitt in A\ und A^-, die andere 
in Bi und J52, so steht das Produkt MAx . MA^ zum Produkte 
MBi . MB2 in einem konstanten Verhältnisse. 

Schneiden die durch einen andern Punkt SR parallel mit a 
und h gezogenen Geraden den KS. in ^i^^^ ^°^^ ^1^2 ^^^ ist 
B der Schnittpunkt von %i "^ und ^^ 332, ^o ist nach (2) 

MA^ :ma2 _ B%^ . R%2 __ gjtii . gyt^ 

MB^ . 3fJBa "~ Ä«! . B^2 "" 2Jl«i . SWiBa * 
Folglich etc. 

4. Folgerung 3. Berühren die drei Seiten AB, B C, CA den 
Kegelschnitt in den Punkten C\ A\ 5', so ist 
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BC'^ CÄ^ AB'^ 

Folglich, da, A\ B\ C als Punkte eines Kegelschnitts nicht in ge- 
rader Linie liegen können: 

AG' BA' GB' _ 

BG' ' CA' AB' ~ 

S. ElnL XI. 
Änm, Der vorstehende Satz enthält einen neuen Beweis für §. 23, 9. 

5. Folgerung 4. Legt man durch zwei feste Punkte A und 
B zwei beliehige Gerade, welche sich selber im Punkte 0, den 
Kegelschnitt aber beziehungsweise in den Punkten A^ A^ und ^i Bi 
schneiden mögen, so hat das Verhältnis 

AAi . AA^ BBi . BB.2 
GAi . GA,2 '' GBl . CB^ 

einen konstanten Wert. 

6. Folgerung 5. Ausdehnung des Oamof sehen Satzes mittelst 
des Schlusses von n auf .n -|- 1 auf ein einfaches Vieleck oder Viel- 
seit von beliebig vielen Ecken oder Seiten. 



41. Bestimmung der Art des von zwei konforme9 Punkt- 
reihen oder Strahlenbüscheln erzeugten Kegelschnitts. 1. Sind 
die Träger zweier (nicht ähnlichen) konformen Punktreihen parallel, 
so hüllen die Projektionsstrahlen bei zwei gleichlaufenden Reihen 
eine Hyperbel, bei zwei ungleichlaufenden Reihen eine Ellipse ein. 

Herleitung. Fig. 23, a und b. Es seien ü und Y' die beiden Gegen- 
pnnkte, also auch zugleich die Berührungspunkte der beiden Träger, und 

A und A' zwei beliebige homologe Funkte der 
gegebenen Reihen. Verbinden wir nun U mit 
A\ V mit A und legen wir durch den Schnitt- 
punkt M der Verbindungslinien eine den Trägern 
parallele Gerade, so ist der Punkt ^, in welchem 
diese letztere den Projektionsstrahl j4JL' schneidet, 
der Berührungspunkt desselben (Umkehrung des 
Satzes §. 23, 9). 

Für den Fall zweier gleichlaufenden Punkt- 
reihen (Fig. 23 a) liegt M und also auch % ausser- 
halb des von den beiden Trägern begrenzten 
Parallelstreifens, und % rückt zweimal in un- 
endliche Entfernung (für ÜA = A* V% Der 
betreffende Kegelschnitt ist also eine Hyperbel. 

Für den Fall zweier ungleichlaufenden Punkt- 
reihen (Fig. 23 b) liegt % mit M immer zwi- 




U i 
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scheu den beiden Trägern. Er kann also nie ins Unendliche hinaus- 
rücken. Der Kegelschnitt kann folglich nur eine Ellipse sein. 

2. Sind die Träger der beiden konformen Panktreihen nicht 
parallel, so ist die Kurve eine Ellipse oder eine Hyperbel, je nach- 
dem in jeder Panktreihe der dem Durchschnittspunkt der beiden 
Träger homologe Punkt zwischen jenem Durchschnittspunkt und 
dem Gegenpunkt der Eeihe, oder ausserhalb dieser beiden Punkte 

liegt. 

Beweis. Fig. 24, a bis c. Wir bezeichnen wie gewöhnlich 

die im Durchschnittspunkt der Träger zusammenliegenden Punkte 

Fig. 24. 

U i M P P U X M 



V ^ 


P M 


L/l 


L' ir 


V 





/ trr 



mit K und L'y die ihnen homologen Punkte mit JC' und 2y, die 
Gegenpunkte mit U und F'. 

Wir ziehen durch U und F' zwei Gerade den Trägern 
paraUel, und bezeichnen ihren Durchschnittspunkt mit M, So ist 
K {L') UMV* ein dem Kegelschnitte umgeschriebenes Parallelo- 
gramm. Schneidet dann die durch K* und den Mittelpunkt des 
Parallelogramms gelegte Gerade die Seite UM im Punkte P, so 
sind K* und P die Berührungspunkte der beiden parallelen Tan- 
genten L' V* und UM und wir können uns demnach auch den 
zu bestimmenden Kegelschnitt durch die Projektionsstrahlen 
zweier in diesen parallelen Tangenten enthaltenen konformen 
Punktreihen gebildet denken, in denen P und X' die beiden 
Gegenpunkte, M und F' aber ein Paar homologer Punkte dar- 
stellen. 

Nun sind zwei Fälle möglich. Entweder, Fig. 24, a, liegt K* 
zwischen K (U) und F' , dann liegen M und F' auf derselben 
Seite von K' P, und die Kurve ist eine Ellipse. 

Oder, Fig. 24, b u. c, K' liegt ausserhalb jener Punkte. 
Dann liegen M und F' auf entgegengesetzten Seiten von JST'P 
und die Kurve ist eine Hyperbel. 
Änm, 1. Liegt X' zwischen K{L') und F', so liegt auchL zwischen 

ersterem Punkte und U (§. 9, 3). 

Anm, 2. Bei zwei ähnlichen Punktreihen figuriert die unendlich 

entfernte Gerade als ein Projektionsstrahl. Der betreffende Kegelsclmitt 

ist also eine Parabel. 

3. Die von den Projektionspunkten konformer Strahlenbüschel 
gebildete Kurve ist eine Parabel, Ellipse oder Hyperbel, je nachdem 
die beiden Büschel ein Paar, oder gar kein Paar, oder zwei Paare 
paralleler homologer Strahlen enthalten. 
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Denkt man sich den einen Strahlenbüschel parallel mit sich selber 
verschoben, bis sein Scheitel mit dem Scheitel des andern Büschels zu" 
sammenfällt, so haben die beiden konzentrischen Strahlenbüschel im ersten 
Falle einen, im zweiten Falle keinen, im dritten Falle zwei reelle Doppel- 
strahlen. Die Bestimmung der Natur des Kegelschnitts findet sich also 
auf die Bestimmung der Anzahl der reellen Doppelstrahlen in zwei kon- 
zenla'ischea konformen Strahlen büscheln zurückgeführt. 



42. Degeneration eines Kegelschnitts in ein System von 
zixrei Funkten oder geraden Linien. 1. Fasst man den Kegel- 
schnitt als das Erzeugnis zweier konformen Strahlenbüschel auf, so 
degeneriert derselbe für den Fall der perspektivischen Lage dieser 
beiden Büschel in ein System von zwei geraden Linien: die eine 
dieser Geraden ist die Projektionsaxe; die andere ist die Verbin- 
dungslinie der beiden Scheitel. 

Auch jeder Funkt der zweiten Geraden ist als der Durchschnittspunkt 
zweier homologen Strahlen anzusehen. 

Anm. Die allgemeinen Theoreme , welche sich auf die Funkte eines 
Kegelschnitts beziehen, gelten daher auch yon den Funkten zweier Ge- 
raden, und man kann z.B., nachdem der PascaVsche Satz für den Kegel- 
schnitt bewiesen ist, auch sofort den folgenden Satz aufstellen: 

„Ist A1Ä2 > * Äß ein einfaches Sechseck und liegen die Ecken gerader 
Ordnungszahl A^A^A^ auf einer, die Ecken ungerader Ordnungszahl auf 
einer andern geraden Linie, so liegen die drei Funkte, in denen die 
Seiten 

A^A^^ A^A^i Af^A^ 

beziehungsweise die Geraden 

-^4-^6» -^ö-^e» -^6-^1 
schneiden, in gerader Linie''. 

2. Fasst man den Kegelschnitt als das Erzeugnis zweier kon- 
formen Punktreihen auf, so degeneriert derselbe für den Fall der 
perspektivischen Lage solcher Reihen in ein System von zwei Punk- 
ten: der eine dieser Punkte ist das Projektionscentrum, der andere 
ist der Durchschnittspunkt der beiden Träger. 

Auch jede durch den zweiten Funkt gelegte Gerade kann als die Ver- 
bindungslinie zweier homologen Funkte angesehen werden. 

Anm» 1. Wenn man will, kann man auch, statt zweier Funkte A 
und B, die durch dieselben begrenzte endliche oder durch einen unend- 
lich entfernten Funkt hindurchgehende Strecke als degenerierten Kegel- 
schnitt ansehen. Die endliche Strecke repräsentiert dann eine Ellipse, die 
unendliche eine Hyperbel. 

Anm, 2. Werden zwei Funkte als die Degeneration eines Kegel- 
schnitts aufgefasst, so ist jede durch einen dieser Funkte gelegte Gerade 
als eine Tangente anzusehen. Von diesen Geraden gelten dann auch die 
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allgemeinen Sätze, welche für die Tangenten des Kegelschnitts bewiesen 
sind. 

Dem Satze von Brianchon entspricht der folgende Satz: 
„Ist a^ a2 . . ^6 ^^ beliebiges einfaches Sechsseit, und gehen die Sei- 
ten a^ agi 05 durch einen, die Seiten a^, a^, üß durch einen andern Punkt, 
so haben auch die drei Geraden, welche die Ecken 

beziehungsweise mit den Ecken 

«4%» <^6^ei %<*i 
verbinden, einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt. ^ 



Zweites Kapitel. 

Der Kegelschnitt als Direktrix eines 

Polarsystems. 



43. Fol und Polare. Konjugierte Funkte und kon- 
jugierte Gerade. Wir betrachten in diesem Kapitel den Kegel- 
schnitt als die Direktrix eines Polarsystems und nennen in Bezug 
auf einen gegebenen Kegelschnitt zwei Punkte oder zwei Gerade 
einander konjugiert, oder einen Punkl und eine Gerade einander als 
Pol und Polare zugeordnet, wenn den betreffenden Elementen diese 
Namen oder Prädikate in Bezug auf das durch den Kegelschnitt 
bestimmte Polarsystem zukommen. 

Die zunächst folgenden Sätze stellen zum Teil nur als Eigenschafben 
des Kegelschnitts dar, was wir oben schon als Eigenschaften des Polar- 
systems kennen gelernt haben. 

1. Die in einer Geraden enthaltenen Paare konjugierter Punkte 
bilden eine involutorische Punktreihe und die beiden (reellen oder 
imaginären) Punkte, in denen die Gerade den Kegelschnitt schneidet, 
sind die Doppelpunkte dieser Reihe. 

Die durch einen Punkt gehenden konjugierten Strahlen bilden 
einen involutorischen Strahlenbüschel und die beiden aus jenem 
Punkt an den Kegelschnitt gezogenen (reellen oder imaginären) 
Tangenten sind die Doppelstrahlen dieses Strahlenbüschels. 
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Berührt eine Gerade den Kegelschnitt, so bilden ihre konjugierten 
Punkte eine parabolische Punktreihe, in welcher der Berührungspunkt 
jedem Punkte der Geraden zugeordnet ist. — Beciproke Umbildung. 

2. Je zwei konjugierte Punkte werden durch die beiden Punkte, 
in denen ihre Yerhindongslinie den Kegelschnitt schneidet, harmonisch 
getrennt. 

Je zwei konjugierte Gerade werden durch die aus ihrem Durch- 
schnittspunkt an den Kegelschnitt gezogenen Tangenten harmonisch 
getrennt. 

3. Von zwei konjugierten Punkten muss wenigstens einer immer 
ausserhalb des Kegelschnitts liegen. Von zwei konjugierten Ge- 
raden muss wenigstens eine den Kegelschnitt schneiden. 

Liegt ein Punkt innerhalb des Kegelschnitts, so liegt seine 
Polare ganz ausserhalb desselben, und liegt ein Punkt ausserhalb 
des Kegelschnitts, so schneidet seine Polare den letztem in zwei 
(reellen) Punkten. — Umkehrung. 

Von den drei Ecken eines Polardreiecks liegt eine immer inner- 
halb des Kegelschnitts; die beiden andern befinden sich ausserhalb 
desselben. Von den drei Seiten müssen zwei immer den Kegel- 
schnitt schneiden, während die dritte ganz ausserhalb der Kurve 
liegt. 

4. Lehrsate. Die drei Diagonalpunkte eines beliebigen einem 
Kegelschnitte eingeschriebenen vollständigen Vierecks bilden ein 
Polardreieck. 

Ebenso die drei Diagonalen eines dem Kegelschnitt um- 
geschriebenen vollständigen Vierseits. 

Leicht mit §. 4, 8 zu beweisen. ' 

Ö. Erste Umkehrung» Es seien A und B irgend zwei konjugierte 
Punkte. Verbindet man dieselben mit einem beliebigen Punkte M 
des Kegelschnitts und schneiden die Verbindungslinien den letztern 
zum zweiten male in C und D, so schneiden sich die Linien AD 
und jBC ebenfalls auf dem Kegelschnitt, und die Linie CD geht 
durch den Pol der Geraden AB. — Reciproke Umbildung. 

6. Zweite ümkehrung. Ist einem Kegelschnitt ein beliebiges 
Dreieck eingeschrieben, so schneidet jede Gerade, welche einer Seite 
desselben konjugiert ist, die beiden andern Seiten in zwei konju- 
gierten Punkten. — Reciproke Umbildung. 

7. Sind, wie in §. 37, 4, AB CD vier beliebige Punkte eines 
Kegelschnitts, und ah cd die durch diese Punkte gelegten Tangenten, so 
werden die Diagonalen des eingeschriebenen (einfachen) Vierecks durch 
die Diagonalen des umgeschriebenen Vierseits harmonisch getrennt, 
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und ebenso werden von den vier Punkten, in denen sich je zwei 
Gegenseiten der einen und der andern Figur schneiden, die dem Vier- 
eck zugehörigen durch diejenigen des Yierseits harmonisch getrennt. 
Jede Diagonale des umgeschriebenen Yierseits [(z. B. die Ge- 
rade (ah — cd)] geht durch den Durchschnittspunkt zweier Gegen- 
seiten (ÄI^ — B C) des eingeschriebenen Vierecks. 

Man beweise die Behauptung des letzten Absatzes zuerst. 

Es ist ab der Pol von AB, cd der Pol von CD, folglich 
die Diagonale ab — cd die Polare von AB — CD. Folg- 
lich etc. 

44. Mittelpunkt, Durchmesser, Axen. 1. Der Mittelpunkt 
(oder das Centrum) des durch einen Kegelschnitt bestimmten Polar- 
systems heisst auch der Mittelpunkt des Kegelschnitts, und jede durch 
diesen Mittelpunkt gelegte Gerade wird ein Durchmesser genannt. 

Der Mittelpunkt des Kegelschnitts ist demnach der Pol der 
unendlich entfernten Geraden; und der Pol jedes Durchmessers ist 
ein unendlich entfernter Punkt. 

2. Der Mittelpunkt einer Ellipse liegt innerhalb, derjenige 
einer Hyperbel liegt ausserhalb der Kurve ; der Mittelpunkt der Pa- 
rabel liegt in unendlicher Entfernung. 

Denn die unendlich entfernte Gerade liegt ganz ausserhalb 
der Ellipse, schneidet eine Hyperbel in zwei Punkten, berührt 
die Parabel in einem Pnnkte. 

3. Die zu je zweien einander konjugierten Durchmesser der 
Ellipse bilden einen elliptischen (involutorischen) Strahlenbüschel. 
Die konjugierten Durchmesser einer Hyperbel bilden einen hyper- 
bolischen Strahlenbüschel, dessen Doppelstrahlen die Asymptoten der 
Kurve sind. Je zwei konjugierte Durchmesser der Hyperbel werden 

also durch ihre Asymptoten harmonisch getrennt. 

Da der Mittelpunkt der Ellipse innerhalb derselben liegt, so 
lassen sich aus ihm keine Tangenten an die Kurve ziehen. 
D. h. es giebt unter den durch den Mittelpunkt gehenden Ge- 
raden keine, welche sich selber konjugiert wäre. 
Anm, 1. Bei der Parabel kann man nicht von zwei einander kon- 
jugierten Durchmessern reden. Aber auch bei dieser Kurve ist jeder 
Durchmesser allen Linien einer bestimmten Richtung konjugiert. 

Anm, 2. Die imaginären Doppelstrahlen des involutorischen Strahlen- 
büschels, welchen die konjugierten Durchmesser einer Ellipse bilden, 
können die imaginären Asymptoten dieses Kegelschnitts genannt werden. 
Bei der Parabel kann man, wenn man wiU, die unendlich entfernte 
Gerade als eine Asymptote ansehen. 

4. Bei der Ellipse schneidet jeder Durchmesser die Kurve in 
zwei reellen Punkten. Bei der Hyperbel schneidet von je zwei kon- 
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j agierten DurclimeBsem der eine (den Asymptoten winkelraam durch- 
setzende) die Kurve in zwei reellen, der andere in zwei imaginären 
Punkten. 

Bei der Parahel sind alle Durchmesser parallel und jeder 
schneidet die Kurve, ausser in dem unendlich entfernten Punkt, 
notwendig noch in einem in endlicher Entfernung liegenden reellen 
Punkte. 

5. Jeder Durchmesser halhiert die ihm konjugierten Sehnen. 
Umgekehrt, zieht man eine Schar paralleler Sehnen, so liegen deren 
Halbierungspunkte alle auf dem ihnen konjugierten Durchmesser. 

Jeder von zwei konjugierten Durchmessern halbiert die mit 
dem andern parallel gezogenen Sehnen. 

Ist AB eine beliebige Sehne, und wird dieselbe von dem 
ihr konjugierten Durchmesser in M geschnitten , so werden die 
Punkte Ä und B durch M und den unendlich entfernten Punkt 
der AB harmonisch getrennt. Folglich etc. 

6. Der Mittelpunkt halbiert jede durch denselben gelegte Sehne. 
Umgekehrt, halbieren zwei Sehnen sich gegenseitig, so ist ihr 
Schnittpunkt der Mittelpunkt des Kegelschnitts. 

Anm. Ein Kegelschnitt ist also durch drei Paukte desselben und 
den Mittelpunkt vollkommen bestimmt. 

7. Jede Tangente ist dem durch ihren Berührungspunkt ge- 
legten Durchmesser konjugiert. 

Legt man durch jeden der beiden Punkte, in denen ein Kegel- 
schnitt von einem beliebigen Durchmesser geschnitten wird, eine 
Tangente, so sind diese beiden Tangenten einander parallel. 

Umgekehrt, sind zwei Tangenten einander parallel, so geht die 
Gerade, welche ihre Berührungspunkte verbindet, durch den Mittel- 
punkt. Dieselbe ist der jenen Tangenten konjugierte Durchmesser. 

8. Die Gerade, welche den Durchschnittspunkt zweier Tangen- 
ten mit dem Halbierungspunkt der Berührungssehne verbindet, 
geht durch den Mittelpunkt des Kegelschnitts und ist jener Sehne 
konjugieft. — Zwei Umkehrungen. 

Es seien A und B die Berührungspunkte, M der Durch- 
schnittspunkt der Tangenten, C der Halbierungspunkt der Sehne 
A B, So ist der unendlich entfernte Punkt der Geraden A B so- 
wohl dem Punkte C als dem Punkte M konjugiert. Folglich etc. 

9. Wird einem Kegelschnitt ein beliebiges Parallelogramm ein- 
geschrieben, so sind die den Seiten desselben parallel gezogenen 
Durchmesser einander konjugiert. 

Oder: Verbindet man einen beliebigen Punkt des Kegelschnitts mit 
den Endpunkten eines Durchmessers, so sind die beiden den Sehnen parallel 
gezogeneu Durchmesser einander konjugiert. 
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Wird einem Kegelschnitt ein Parallelogramm umgeschrieben, 
so sind die Diagonalen desselben zwei konjugierte Durchmesser. 

Oder: Verbindet mau die Punkte, in denen eine beliebige Tangente 
von irgend zwei parallelen Taugenten geschnitten wird, mit dem Mittel- 
punkt des KS., so erhält man immer zwei konjugierte Durchmesser. 

10. Es seien A und B die Punkte, in denen ein Kegelschnitt 
von einem beliebig gewählten Durchmesser geschnitten wird, und a 
und h zwei gerade Linien, die irgend zweien konjugierten Durch- 
messern parallel gezogen sind. Verbindet man nun A und B mit 
jedem beliebigen Punkte des Kegelschnitts, so erhält man zwei kon- 
forme Strahlenbüschel, welche die Geraden a und b in zwei ähn- 
lichen Punktreihen schneiden. 

Anm, 1. Wie modifiziert sich der Satz für eine Parabel? 
Anm. 2. Kehrt man den Satz um, so erhält man eine neue Methode 
zu leichter Konstruktion eines Kegelschnitts. 

11. Es seien P und Q zwei konjugierte Punkte eines Durch- 
messers, A und B die Endpunkte des konjugierten Durchmessers. 

Verbindet man P mit A und J5, und schneiden die Verbindungs- 
linien den Kegelschnitt zum zweiten male in G und D, so sind in 
dem vollständigen Viereck AB CD die Gegenseiten Jl^ und GJ) 
einander parallel, und die Gegenseiten BG und AD schneiden sich 
im Punkte Q, 

Erste Ümkehrung: Verbindet man zwei konjugierte Punkt P 
und Q eines Durchmessers mit den Endpunkten A und B des kon- 
jugierten Durchmessers, so schneiden sich die Verbindungslinien 
(d. h. sowohl PA und QB, als auch PB und QA) in einem Punkte 
des Kegelschnitts. 

Zweite ümicehrung: Verbindet man die Endpunkte eines be- 
liebigen Durckmessers AB mit einem beliebigen , Punkte M des 
Kegelschnitts, so schneiden die Verbindungslinien den mit AB kon- 
jugierten Durchmesser in zwei konjugierten Punkten. 

12. In jeder Ellipse (mit Ausnahme des Kreises) uncbin jeder 
Hyperbel giebt es zwei und nur zwei konjugierte Durchmesser, welche 
senkrecht auf einander stehen. Diese Durchmesser heissen die 
beiden Axen des Kegelschnitts. 

Die Parabel hat nur eineAxe; d. h. es giebt unter ihren Durch- 
messern nur einen , welcher auf den ihm konjugierten Sehnen senk- 
recht steht. Die zweite Axe liegt in unendlicher Entfernung* 

Im Kreise kann jeder Durchmesser als eine Axe angesehen werden. 

13. Versteht man unter einem Durchmesser oder einer Axe 
nicht die betreffende unbegrenzte Gerade, sondern die von dieser 
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letzteren durch die Kurve ahgeschnittene Sehne, so kann man sagen: 
in der Ellipse sind alle Durchmesser reell, in der Hyperbel ist von 
je zwei konjugierten Durchmessern der eine reell, der andere 
imaginär, das Quadrat des letzteren also eine negative Grösse, 
= — m^. Die reelle Strecke m heisst der Modul eines solchen 
imaginären Durchmessers. 

14. Der Modul eines imaginären Durchmessers einer Hyperbel 
ist gleich derjenigen Strecke, welche die Asymptoten von der durch 
einen Endpunkt des konjugierten (reellen) Durchmessers gelegten 
Tangente abschneiden. 

Beweis. Fig. 25. Es seien A und B die Endpunkte eines beliebigen 

reellen Durchmessers, der Mittelpunkt, EF und 6rfi die Punktpaare, 

Y\ot, 25. ^^ denen die durch A und B gelegten 

Tangenten die Asymptoten schneiden. Wir 
verbinden E mit H und F mit Gr, und 
ziehen durch die CD parallel mit EF 
und G H, So ist CD der mit Jl£ konjugierte 
Durchmesser, und wir haben zu zeigen, 
dass die Strecke EF, oder die ihr gleiche 
Strecke CD der Modul dieses imaginären 
Durchmessers ist. 

Zunächst ist klar, dass EF und GH 
von A und B halbiert werden. Denn F^ 
OAy OE und C bilden vier harmo- 
nische Strahlen, und EF ist dem letzten 
dieser vier Sträblen parallel. 
Es ist demnach auch C = D und es braucht nur noch bewiesen zu 
werden, dass die Potenz der in volu torischen Punktreihe, welche von den 
in CD enthaltenen Paaren konjugierter Punkte gebildet wird = — OC^^ 
oder dass C und D ein Paar konjugierter Punkte dieser Beihe sind. 

Nun ist aber F (als Durchschnitt von OF und AF) der Pol von 
ÄC, G der Pol von B C, also F6r die Polare von C. Folglich etc. 

15. Jede Strecke, welche einen beliebigen Punkt eines Kegel- 
schnitts mit dem Mittelpunkt verbindet, heisst ein Halbmesser, be- 
ziehungsweise eine HaJbaxe des Kegelschnitts. Jeder Durchmesser 
wird also durch den Mittelpunkt in zwei einander gleiche Halb- 
messer getheilt. 

Wie von zwei konjugierten Durchmessern eines Kegelschnitts 
und von imaginären Durchmessern einer Hyperbel, so kann man 
demnach auch von konjugierten und von imaginären Halhmessem 
dieser Kurven reden. 

Bezeichnen wir nun: 

mit a eine beliebige Halbaxe der Ellipse oder die reelle Halb- 
axe der Hyperbel, 

mit h die andere Halbaxe oder ihren Modul, 
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mit 06 und ß die Winkel, welche zwei heliehige konjugierte 
Halhmesser des Kegelschnitts mit a hilden, so hat nach §.12 das 
Produkt der Tangenten dieser Winkel einen konstanten Wert; und 
zwar ist für die Elli(>se 



tgcttgß = — -2^ 
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für die Hyperbel 

tgcctgß = ~^' 

Man zeigt leicht, dass bei einer EUipe das betreffende Produkt 
für die beiden za einer Axe symmetrisch liegenden konjugierten 
Halbmesser den oben angegebenen Wert hat. 
Änm. Setzt man den Asymptotenwinkel der Hyperbel = 9?, so ist 

, flp b 

45. Eonstante Streckenprodukte. 1. Verbindet man einen 
beliebigen Punkt M des Kegelschnitts mit den Endpunkten eines 
beliebigen Durchmessers ^J?, und wird der konjugierte Durchmesser 
von den Verbindungslinien MÄ und MB in P und Q geschnitten, 
ist ferner der Mittelpunkt des Kegelschnitts, so ist das Produkt 
der beiden Strecken OP und OQ gleich dem Quadrate des mit AB 
konjugierten Halbmessers. 

Unmittelbare Folgerung aus §. 44, 11. 

2. Legt man durc)^ die Endpunkte Ä und B eines Durch- 
messers zwei (parallele) Tangenten, und schneiden die Geraden, 
welche Ä und B mit einem beliebigen Punkte des Kegelschnitts 
verbinden, diese Tangenten in Ä' und B' , so ist das Produkt der 
Strecken ÄÄ' und BB' gleich dem Quadrate des mit AB konju- 
gierten Durchmessers. 

Die Strecken dieses Produkts sind doppelt so gross, wie die 
des vorigen. 

3. Ist M der Berührungspunkt einer beliebigen festen Tan- 
gente, und schneiden zwei beliebige konjugierte Durchmesser diese 

•p. 26 Tangente in den Punkten P und 

Q, so ist das Produkt der Ab- 
schnitte MP und MQ gleich 
dem Quadrate des der Tangente 
parallelen Halbmessers mit um- 
gekehrtem Vorzeichen. 

Leicht auf (l) zurückzuführen. 
Ist (Fig. 26) MN der durch M ge- 
legte Durchmesser, und schneiden 
die durch M und N mit den konju- 
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gierten Durchmessem parallel gezogenen Geraden den der Tan- 
gente parallelen Durchmesser in B und S, so ist, wenn der 
Mittelpunkt des ES. ist, abgesehen vom Vorzeichen: 

OB = MP um\ 08 = MQ. 

Nun übersieht man aber bald, dass die beiden Strecken der 
einen Gleichung gleich, die der andern entgegengesetzt gerichtet 
sind. Folglich etc. 

4. Legt man darch die Endpunkte eines Durchmessers AB 

zwei Tangenten, und schneidet eine beliebige dritte Tangente jene 
festen Tangenten in Ä und Ä\ so ist das Produkt der Abschnitte 
ÄA' und BB' gleich dem Quadrate des mit AB konjugierten 
Halbmessers. 

Die Durchschnittspunkte der beweglichen Tangente mit den 
. festen Tangenten bilden auf letztem zwei konforme FBr., deren 
Gegenpunkte A und B sind. 

5. Ist M der Berührungspunkt einer fest gedachten Tangente 
und wird die letztere von zwei beliebigen parallelen Tangenten in 
P und Q geschnitten, so ist das Produkt der Abschnitte MP und 
MQ gleich dem Quadrate des der festen Tangente parallelen Halb- 
messers mit entgegengesetztem Vorzeichen. 

Leichte Folgerung aus (4). Man konstruiere die der festen 
Tangente parallele Tangente etc. 



Fig. 27. 



46. Gleichungen der Kegelschnitte« 1. Gleichung der 
Ellipse. Es seien DA und OB irgend zwei konjugierte Halbmesser 

der Ellipse. Wir machen OA 
zur positiven Abscissen-, OB zur 
positiven Ordinatenhalbaxe. Ist dann 
OA = a, OB = h und sind x, y 
die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes M der Ellipse, so ist 




X 



(3 



? + ft» ~ ^* 

• 

Fig. 27. Wir legen durch M eine 
Tangente, die die Eoordinatenaxen in 
E und F schneiden möge. Es sei 

MP = OQ = y, 0P = MQ = x. 

So sind E und P, F und Q einander konjugiert, und es ist 
folgUch 

OP, OE— OA^ oder a; . OE = o» 
OQ . OF ^ OB^ oder y . OF c=z }ß. 
Nun verhält «ich wegen Ähnlichkeit der betreffenden Dreiecke: 
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QM: OE - QF : OF, 

,2 52 53 



oder 



oder 



X y '' y' 



a;a : o2 = 62 _ y2 . j2^ 
woraus sich die aufgesteUte Gleichung ergiebt. 

2. Gleichung der Hyperbel, Es sei A ein beliebiger reeller 
Halbmesser der Hyperbel und es stelle OB zugleich die Richtnngf 
des konjugierten Durchmessers und den Modul des konjugierten 
(imaginären) Halbmessers dar. Machen wir nun den Halbstrahl 
OA zur positiven Abscissen-, OB zur positiven Ordinatenhalbaxe, 
und setzen wir OA-=^a^ OB = h; sindferner x und y die Koordi- 
naten eines beliebigen Punktes M der Kurve, so ist 

?! — ^ — 1 

Beweis wie bei der Ellipse. 

3. . Gleichung der Parabel, Es sei A ein beliebiger Punkt der 
Parabel. Machen wir den durch A gelegten Durchmesser zur Ab- 
scissen-, die durch A gelegte Tangente zur Ordinatenaxe, und sind 
0?, y die auf diese Axen bezogenen Koordinaten eines beliebigen 
Punktes M der Parabel, so ist 

wo f» eine von der Lage des Punktes A abhängige Konstante be- 
deutet. 

Beweis. Fig. 28. Es sei M' ein zweiter Punkt der Parabel, 
mit den Koordinaten x' und y'. So ist zu zeigen, dass 



Fig. 28. 




X 



2 ^ 



y. 

X 



'2 



Wir ziehen MQ und M' Q' 
parallel der Tangente, so ist 

MQ = 2MP =z 2 y, 

M'Q* = 2M'F' = 2y'. 

Betrachten wir nun 
MM' §' ö als ein der Pa- 
rabel eingeschriebenes voll- 
ständiges Yiereck, so ist einer 
der Diagonalpunkte der un- 
endlich entfernte [Punkt der 
Tangente. Die beiden andern, 
E und Gy müssen also auf dem Durchmesser liegen, und es sind 
diese beiden Punkte einander konjugiert. Daraus folgt, dass 
AE =: AG. Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke MPG und 
Q'P'G folgt; 
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PG : P'O =: MP : Q' P' = y : y', 
woraus sich ergiebt 

PQ = ^ , («' — ä) 






Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke BMP und EM'P* folgt 

EP : EP' = MP : M'P' 
oder 

2x -f P6r : 2X' — P' G = y : y'. 

Setzen wir für P G^ und P' G die oben gefundenen Werte ein, 
so kommt 

2^ + pippT (^' - rr) : 2a;' - j^-|;^ (o:' - a:) = y : y\ 

xy + 2xy' -^ x'y : x'y' -]- 2x' y -^ xyt z= y : yf, . 

a;yy' -f 2xy'^ + x'yy' = «'yy' + 2x'y^ + a?yy', 

2a!y'2 = 2a;'ya Q. E. D. 

(Eine andere Herleitüng dieser Gleichung s. §. 59, 6). 

47. Verschiedene die Durohmesser betreffende metrische 
Belationen. 1. Gleichungen ewischen den Koordinaten der End- 
punkte konjugierter Durchmesser. Es seien wieder OÄ (= a) und 
OB (= b) irgend zwei konjugierte Halbmesser einer Ellipse und die 
Halbstrahlen OÄ und OB die beiden positiven Eoordinatenhalbaxen. 
Sind nun OÄ' und OB' zwei beliebige andere konjugierte Halb- 
messer, und bezeichnen wir die Koordinaten von Ä* mit x' und y\ 
diejenigen von J5' mit a?" und y*\ so ist 

_ + l^ = 0. ...... (1) 

X^_X^ 02 

yf% yff% ^ jf,2 

«" = ±|y',y" = + ^*' . • • (3) 

Beweis. Fig. 29. • Zieht man durch A eine Tangente, und 

wird letztere von 0-4' in 0, von OB' 
in D geschnitten, so ist nach §. 45, 3 : 

AG . AD =z -- h^ 

Es verhält sich aber 

ACiA'P = OA : OP, oder ACiyT 

= o : a;'. 
Es ist folglich 

AC =^. 

a:' 

Seeger, neuere Geometrie. y 



(2) 
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Ebenso findet sich 



AD = 



__ ^y 



II 



X 



II 



Substituiert, ergiebt sich Gleichung (l). 

Gleichung (2) ergiebt sich aus (1) und der Gleichung der 
Ellipse. Aus (l) folgt: 



5- 



/2 



Xff2 ^ yf2 



y 



112 



a 



2 



fe2 52 



Nun ist 



Also auch 



Folglich 



c'a _ y'a yii2 ^ ^in 

aa V 6V '" h^ \ HFJ' 



X^ _ y^ 

r2 - 



Fig. 30. 



Die Gleichungen (3) folgen unmittelbar aus (2). Die dar- 
gestellte Abhängigkeit des Vorzeichens in der einen Gleichung 
von dem in der andern Gleichung ergiebt sich aus Gleichung (l). 

2. Für die Hyperbel, Fig. 30, denken wir uns die Halbmesser 
OA und OA* reell. Dann sind OB und OB' imaginär. OB 

= 5 y — 1, OB' = Vy — 1. Folg- 
lich sind auch die Koordinaten x" und 
y'' von B' imaginär. Stellen nun 08 
und 093' die reellen Moduln der beiden 
Halbaxen dar, (033 = &, 033' = V) 
und bezeichnen wir durch 5" und l)" 
die Koordinaten des Punktes 33 \ so ist 

x" = j" V - 1 y" = ij" y - 1 

zu setzen, und es gelten dann die oben 
entwickelten drei Gleichungen auch für 
die Hyperbel , nur hat man t V — 1 
für h zu substituieren: 

x"^ aj'a /»2 

' "V2 ^^ "IT^'i ^^^ 




x'x" 



a' 



x" = + 



a 



y 



52' 



y\ y 



11 



= x»V 



3, Konstante Quadratmmmen. Aus Gleichung (2) für die 
Ellipse folgt: 
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Das heisst: Projiziert man zwei beliebige konjugierte Halbmesser 
der Ellipse auf irgend einen festen Durchmesser parallel mit dem 
diesem letztem konjugierten Durchmesser, so ist die Summe der 
Quadrate der Projektionen konstant; und zwar ist dieselbe gleich 
dem vierten Theil vom Quadrate des festen Durchmessers. 

4. Projiziert man zwei beliebige konjugierte Halbmesser verti- 
kal auf irgend einen festen Durchmesser der Ellipse, so ist auch die 
Summe der Quadrate dieser Projektionen eine konstante Grösse. 



Fig. 31. 




Es seien, Fig. 31, A! und 0J5' zwei beliebige konjugierte 
Halbmesser, Zrilf der willkürlicli gewählte feste BnrchmeRser, 

OF* und Oq* die Vertikalprojek- 
tionen jener Halbmesser auf hM. Zie- 
hen wir J5 ebenfalls J_ J> 3f, und ist 
OA der mit CB konjugierte Durch- 
messer, der A! T* und B^ Q' in P und 
Q schneiden möge, so ist nach (2) 

OP^ + 0Q^= OA^ = konst. 

Nun erhält man aber OP' und Q', 
indem man O P und Q mit cos 
P'OP multipliziert. FolgUch etc. 

5. Sind OA' und OB' zwei beliebige konjugierte Halbmesser, 
so ist die Summe der Quadrate über dem aus Ä' und B' auf irgend 
einen festen Durchmesser der Ellipse gefällten Lote eine konstante 
Grösse. 

Es sei OA der willkürlich gewählte feste Durchmesser, 
OB der ihm konjugierte Halbmesser und es seien die Strecken 
A'P und B'Q parallel mit OB, A* P* und J5' Q' senkrecht auf 
OA gezogen, so ist nach (3) 

A*P^ -f JB' ga = konst. = OB». 

Nun erhält man aber A'P' und£' ©', wenn man ^'P und J5'Q 
mit s^n A OB multipliziert. Folglich etc. 

6. Die Summe der Quadrate über zwei beliebigen konjugierten 
Halbmessern der Ellipse ist gleich der Summe der Quadrate über 
den beiden Halbax^n. . 

7. Die Sätze (3) bis (6) gelten auch für die Hyperbel; nur 
treten bei dieser Kurve die auf die imaginären Halbmesser sich be- 
ziehenden Quadrate natürlich als negative Grössen auf. 

8. Inhaltsgleiche Parallelogramme, Verstehen wir unter dem 
»über zwei zusammenstossenden Strecken konstruierten Parallelo- 
gramm" dasjenige Parallelogramm, in welchem diese Strecken als 
zwei zusammenstossende Seiten figurieren, so ist das Parallelogramm 

7* 
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über zwei beliebigen Halbmessern einer Ellipse gleich dem Parallelo- 
gramm über den beiden konjugierten Halbmessern. 

Fig. 32. Fig. 32. Behalten wir die in (l) 

eingeführten Bezeichnungen bei, so ist 

hx" = ay' 
also auch 

hx" sin Ä OB = ay' sin A OB, 

Die rechte Seite dieser Gleichung stellt 

aber den Inhalt des Parallelogramms 

über OA und 0-4.', die linke den des 

Parallelogramms über B und B * dar. 

9. Das Parallelogramm über zwei beliebigen konjugierten 
Halbmessern hat einen konstanten Flächeninhalt. 

Es seien wieder, Fig. 33, OA, OB und A' , OB' zwei 
beliebige Paare konjugierter Halbmesser. Es genügt zu zeigen, 
dass A -4 0-B = A A'OB* ist. 

Nun ist nach (8) • 

A ^OA' = A BOB*. 
Addieren wir auf beiden Seiten A A* OB, so kommt 




Fig. 33. 



Viereck AOBA'zzz Viereck A'OB'B. 

Nun ist aber, wie unten*) gezeigt 
werden soll, AB' || A' B; also 

A A'BA = A A'BB'. 

Von der vorhergehenden Gleichung 
subtrahiert, konrnit 

A AOB = A A'OB' 

Q. E. D. 

9. Beide Sätze gelten auch für die Hyperbel, nur ist statt 
des imaginären Halbmessers der reelle Modnl desselben auf dem 
betreffenden Durchmesser abzutragen. 




*)Sind OA und OB zwei konjugierte Halbmesser einer Ellipse, und 
zieht man aus A und B zwei parallele Sehnen AB' und BA', so sind 
auch OA' und OB' zwei konjugierte Halbmesser. 

Beweis. Ist G der Durchmesser , welcher die Sehnen 
AB' und B -4 'halbiert, OC der diesen Sehnen «parallele, also 
mit C konjugierte Durchmesser , so werden sowohl A und 
OB' als auch OB und OA' durch OC und C harmonisch 
getrennt. Daraus folgt, dassOA und OA', OB und OB', OC 
und C drei in Involution befindliche Strahlenpaare sind. 
Folglich etc. 
Umgekehrt etc. 
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Der zweite Satz wird für die Hyperbel am einfachsten mit Hülfe der 
Asymptoten bewiesen. S. §. 57, 4. 



48. Bestimmung eines Kegelschnitts durch zum Teil 
imaginäre Elemente. 1. Der Satz, dass ein Kegelschnitt dnrch 
fünf seiner Punkte oder durch fünf Tangenten unzweideutig bestimmt 
ist, behält seine Gültigkeit auch dann, wenn unter jenen Elementen 
ein oder zwei Paare imaginärer Elemente vorkommen. 

2. Die Dnrchschnittspunkte eines Kegelschnitts und einer Ge- 
raden können definiert werden als die (reellen oder imaginären) 
Doppelpunkte der von ded konjugierten Punkten jener Geraden ge- 
bildeten involntorischen Punktreihe; desgleichen die durch einen 
Punkt gehenden Tangenten als die Doppelstrahlen des inyoluto- 
rischen Strahlenbüschels, welchen die durch jenen Punkt gelegten 
konjugierten Geraden bilden. 

Zwei imaginäre Punkte eines Kegelschnitts sind hiernach als 
gegeben anzusehen, sobald der (reelle) Träger (oder die reelle Ver- 
bindungslinie) derselben und irgend zwei Paare konjugierter Punkte 
dieser Linie gegeben sind. Ebenso zwei imaginäre Tangenten, so- 
bald ihr (reeller) Durchschnittspunkt und zwei Paare in diesem 
Punkte sich schneidender konjugierter Geraden gegeben sind. 

3. Erste Aufgabe, Einen Kegelschnitt zu konstruieren, wenn 
drei reelle und ein Paar imaginärer Punkte gegeben sind. 

Auflösung 1. Es seien A, B, C die gegebenen reellen Punkte, m 
die Verbindungslinie der beiden imaginären Funkte. Wir suchen den Pol 
dieser Geraden m zu konstruieren. 

Schneidet ^JB die w in P und ist P' der dem Punkte P konjugierte 
Punkt der Geraden m, $ der dem Punkte P in Bezug auf A und B zu- 
geordnete harmonische Punkt, so ist die Gerade P'^^P die Polare von P. 
Konstruieren wir nun ebenso die Polare desjenigen Punktes, in welchem 
eine zweite Seite des Dreiecks ABC die m schneidet, so ist der Durch- 
schnittspunkt der beiden Polaren der Pol von m. 

Auflösung 2. Es sei M der (unbekannte) Pol von m. Wir suchen 
die Punkte -4', B', C zu konstruieren, in denen die Geraden MA^ MB, 
MC den Kegelschnitt zum zweiten male schneiden. 

Trifft die Gerade AB die gegebene Gerade m in P, und ist P' auf 
m der mit P konjugierte Punkt, so schneiden sich PA (oder AB) und 
P'A* auf dem Kegelschnitt (§. 43, 5). Folglich liegt A' auf der Geraden, 
welche P' mit B verbindet. Verfährt man dann mit A C, wie soeben 
mit ABf so erhält man eine zweite durch A' hindurchgehende Gerade. 
Folglich etc. 

4. Zweite Aufgäbe. Einen Kegelschnitt zu konstruieren, wenn 
ein reeller und zwei Paare imaginärer Punkte gegeben sind. 
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Auflösung, Es sei A der gegebene reeUe Punkt, m der Träger des 
einen, n derjenige des andern Paares imaginärer Punkte. 

Ist M auf m, und N auf n der dem Durchschnittspunkt mn kon- 
jugierte Punkt, so ist MN die Polare dieses Durchschnittspunktes, und es 
genügt die beiden Punkte X und Y zu konstruieren, in denen diese 
Polare den Kegelschnitt schneidet. 

Verbindet man A mit je zwei konjugierten Punkten einer jeden der 
Geraden m und n, so erhält man zwei konzentrische (elliptische) involu- 
torische Strahlenbüschel, und da J.X und AT (nach §. 43, 6) so- 
wohl m als n in zwei konjugierten Punkten schneiden, so sind AX und 
A Y nichts anderes als die beiden , aUezeit reellen , Strahlen , welche zu- 
gleich in dem einen und in dem andern involutorischen Strahlenbüschel 
als zwei einander zugeordnete Strahlen figurieren. 

Anm, Eine zweite Auflösung wird sich uns ungesncht in §. 77 dar- 
bieten. 

5. Dritte und vierte Aufgäbe. Einen Kegelschnitt zn kon- 
struieren, wenn drei reelle und zwei imaginäre, oder eine reelle und 
zwei Paare imaginärer Tangenten gegeben sind. 

Zur Auflösung dieser beiden Aufgaben bedarf es nur einer reciproken 
Umbildung der in (3) und (4) angedeuteten Konstruktionen. Auch kann 
man dieselben mittelst vorläufiger Konstruktion eines reciproken Kegel- 
schnitts auf die behandelten beiden Aufgaben zurückführen. 

6. Fünfte und sechste Aufgabe. Einen Kegelschnitt zu kon- 
struieren, welcher zwei gegebene imaginäre Gerade in zwei (natür- 
lich ebenfalls imaginären) Punkten berührt und ausserdem noch 
durch einen gegebenen reellen Punkt geht oder eine gegebene reelle 
Gerade berührt. 

Es sei A der (reelle) Durchschnittspunkt der gegebenen imaginären 
Tangenten, a die (reelle) Gerade, welche^ die beiden imaginären Berüh- 
rungspunkte verbindet, so sind A und a einander als Pol und Polare zu- 
geordnet. Ist nun M der ebenfalls noch gegebene Punkt des Kegelschnitts, 
so kann man leicht beliebig viele andere Punkte der Kurve konstruieren. 

Es seien P und P' irgend zwei konjugierte Punkte der Geraden a. 
So ist P' A die Polare von P. Schneidet diese Gerade die Linie MP im 
Punkte ^ , so ist der dem Punkte M in Bezug auf P und ^ harmonisch 
zugeordnete Punkt ein Punkt des Kegelschnitts. 

Oder: Man bestimme zuerst den Punkt N^ in welchem die Gerade 
MA den gesuchten Kegelschnitt zum zweiten male schneidet. Sind dann 
wieder P und P' zwei beliebige konjugierte Punkte der Geraden a, so ist 
sowohl der Schnittpunkt von PM und P' N^ als auch derjenige von PN 
und P' M ein Punkt des Kegelschnitts. 

Anm, Hiermit ist auch die Aufgabe gelöst: einen Kegelschnitt zu 
konstruieren, welcher einen gegebenen Kegelschnitt in zwei gegebenen 
imaginären Punkten berührt und ausserdem noch durch einen gegebenen 
Punkt geht oder eine gegebene Gerade berührt. 
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Der Kegelschnitt als seine eigene 
kollineare Umbildung. 

Punktreihen und Strahlenbüsoliel zweiter OrdnYing. 



49. Punktreihen und Strahlenbüschel zweiter Ordnung. 

1. Unter der anharmonischen FunMion Yon vier Punkten eines Kegel- 
schnitts verstehen wir den konstanten Wert des anharmonischen 
Verhältnisses der vier Strahlen, welche jene Punkte mit einem be- 
liebigen fünften Punkt des Kegelschnitts verbinden (§. 23, 5). 

Anharmonische Funktion von vier Tangenten eines Kegelschnitts. 

Die anharmonische Funktion von vier Punkten eines Kegel- 
schnitts ist gleich der anharmonischen Funktion der vier durch 
diese Punkte gelegten Tangenten. 

2. Unter vier harmonischen Punkten eines Kegelschnitts ver- 
stehen wir vier Punkte desselben, welche, mit einem beliebigen fünf- 
ten Punkt der Kurve verbunden, vier harmonische Strahlen lie- 
fern; und ebenso unter vier harmonischen Tangenten vier Tangenten, 
welche eine beliebige fünfte Tangente in vier harmonischen Punk- 
ten schneiden. Zugeordnete Punkte^ zugeordnete Tangenten. 

Sind AB CD vier harmonische Punkte eines Kegelschnitts, so 
sind die durch diese Punkte gelegten Tangenten vier harmonische 
Tangenten; und umgekehrt. 

Anm. 1. Sind drei Punkte oder drei Tangenten eines Kegelschnitts 
gegeben, so ist auch der vierte harmonische Punkt oder die vierte har- 
monische Tangente unzweideutig bestimmt, sobald noch eins der gegebenen 
drei Elemente als das dem vierten zugeordnete bezeichnet ist. 

Umgekehrt findet sich ein Kegelschnitt vollkommen bestimmt, wenn 
in bestimmter Gruppierung zu zwei Paaren zugeordneter Elemente , vier 
harmonische Punkte oder vier harmonische Tangenten desselben gegeben 
sind. 
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Sind AB CD vier harmonische Punkte, und ist Ä dem 
Funkte C, B dem Funkte D zugeordnet, so ist der dem Strahl 
AC in Bezug auf A B und A D harmonisch zugeordnete Strahl 
eine Tangente des Kegelschnitts. 
Anm, 2. Sind AB CD vier harmonische Funkte eines Kegelschnitts, so 
heisst auch wohl das Viereck AB CD ein dem KS. eingeschriebenes harmo- 
nisches Viereck, sowie umgekehrt der Kegelschnitt ein dem Viereck AB CD 
umgescijkriehener harmonischer Kegelschnitt ; und ebenso spricht man auch 
von dem einem Kegelschnitt umgeschriebenen harmonischen Vierseit und 
dem einem Vierseit eingeschriebenen harmonischen Kegelschnitt. 

3. Die Punkte eines Kegelsclinitts bilden, wie man sich aus- 
drückt, eine PunMreihe zweiter Ordnung und die Tangenten dessel- 
ben einen Strahlenbiischel zweiter Ordnung, 

Zwei auf einander bezogene Punktreihen zweiter Ordnung, oder 
zwei Strahlenbüschel zweiter Ordnung, oder ein Strahlenbüschel und 
eine Punktreihe zweiter Ordnung heissen konform^ wenn die. anhar- 
monische Funktion von je vier Elementen des einen Gebildes gleich 
ist der anharmonischen Funl^ion der vier homologen Elemente im 
andern Gebilde. 

Anm. 1. Im Gegensatze zu diesen Funktreihen und Strahlenhüscheln 
zweiter Ortung können die bisher betrachteten beiden ebenen Grund- 
gebilde Funktreihen und Strahlenbüschel erster Ordnung genannt werden. 

Anm, 2. Liegen die Scheitel zweier konformen Strahlenbüschel erster 
Ordnung jeder auf einem Kegelschnitte, so schneiden diese Büschel die 
betreffenden Kurven in zwei konformen Funktreihen zweiter Ordnimg. 
Berühren die Träger zweier konformen Funktreihen erster Ordnung jeder 
einen Kegelschnitt und zieht man aus je zwei homologen Funkten die 
zweiten Tangenten an diese Kegelschnitte, so bilden solche Tangenten zwei 
konforme Strahlenbüschel zweiter Ordnung. > 

4. Wie zwei konforme Punktreihen erster Ordnung auf einer 
Geraden, so können auch zwei konforme Punktreihen zweiter Ord- 
nung auf einem und demselben Kegelschnitt sich vereinigt finden. 
Gleichlaufende und ungleichlaufende Punktreihen zweiter Ordnung. — 
Zwei reelle oder imaginäre Doppelpunkte, oder auch ein einziger, 
allemal reeller, Doppelpunkt. 

Ebenso können auch zwei konforme Strahlenbüschel einem und 
demselben Kegelschnitte umgeschrieben sein. Gleichlaufende und 
un gleichlaufende Strahlenbüschel zweiter Ordnung, Doppelstrahlen. 

5. Sind zwei konforme Punktreihen zweiter Ordnung auf einem 
und demselben Kegelschnitt vereinigt, und sind irgend zwei Punkte 
des Kegelschnitts, als Elemente dieser Reihen angesehen, einander 
doppelt homolog, so sind die Punkte des Kegelschnitts überhaupt 
zu je zweien einander doppelt homolog, und die beiden Reihen hil- 
den eine involutorische PunMreihe zweiter Ordnu/ng^ die, wie die in- 
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Yolatorische Panktreihe erster Ordnung elliptisch, hyperbolisch oder 
parabolisch sein kann. Im ersten Falle hat die Reihe zwei imaginäre, 
im zweiten zwei reelle Doppelpunkte; im dritten (nur ausnahms- 
weise auftretenden) Falle ist ein Punkt der Reihe jedem beliebigen 
andern Punkte derselben zugeordnet. 

Involutorische Strahlenbüschel zweiter Ordnung, etc. 

Liegt der Scheitel eines inyolutorischen Strahlenbüschels erster 
Ordnung auf einem Kegelschnitt, so schneiden seine Strahlen den 
letztern in einer inyolutorischen Punktreihe zweiter Ordnung. Und 
berührt der Träger einer inyolutorischen Punktreihe erster Ordnung 
einen Kegelschnitt, so bilden die aus je zwei zugeordneten Punkten 
derselben an die Kurye gezogenen zweiten Tangenten einen inyolu- 
torischen Strahlenbüschel zweiter Ordnung. 

Die Doppelpunkte einer inyolutorischen Punktreihe zweiter 
Ordnung oder die Doppelstrahlen eines inyolutorischen Strahlen- 
büschels zweiter Ordnung trennen je zwei zugeordnete Punkte oder 
Strahlen harmonisch. 

Ist ein beliebiger Kegelschnitt gegeben, seist eine in demselben 
enthaltene inyolutorische Punktreihe zweiter Ordnung oder ein dem- 
selben umgeschriebener inyolutorischer Strahlenbüschel zweiter Ord- 
nung durch zwei Paare zugeordneter Elemente yoUkommen bestimmt. 

50. Ferspektiyische KoUineation eines Kegels^chnitts, 
oder Inyolution desselben. 1. Ist ein beliebiger Kegelschnitt 
gegeben, und macht man irgend einen Pol und seine Polare zu Cen- 
tram und Axe eines inyolutorischen Systems, so ist der Kegelschnitt 
in solchem Systeme sich selber zugeordnet. 

Jeder Inyolutionsstrahl schneidet den Kegelschnitt in zwei zu- 
geordneten Punkten, und diese Punktpaare bilden eine inyolutorische 
Punktreihe zweiter Ordnung, deren reelle oder imaginäre Doppel- 
punkte die Durchschnittspunkte der Polare und des Kegelschnitts 
sind. 

Ebenso bilden die aus den Punkten der Polare (Inyolutionsaxe) 
an den Kegelschnitt gezogenen Tangentenpaare einen inyolutorischen 
Strahlenbüschel zweiter Ordnung, dessen Doppelstrahlen die beiden 
durch den Pol (Inyolutionscentrum) gehenden Tangenten sind. 

2. Setzt man einen Kegelschnitt sich selber koUinear, indem 
man zu dreien Punkten desselben A, B<, (7 die homologen Punkte 
Ä\ B\ C auf der Kurye so auswählt, dass die drei Strahlen AA\ 
BB\ CG' einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt haben, so 
befinden sich die beiden hierdurch bestimmten kollinearen Systeme 
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nicht bloss in perspektivischer Lage, sondern sie vereinigen sich viel- 
mehr za einem involutorischen Systeme, und der Kegelschnitt erscheint 
als eine sich selber zugeordnete Kurve dieses Systems. 

3. Verbindet man irgend zwei zugeordnete Punkte ÄA' einer 
involutorischen Punktreihe zweiter Ordj^ung mit irgend zwei andern 
zugeordneten Punkten BB\ so schneiden sich die beiden Verbin- 
dungslinien (d. h. sowohl AB und A* B\ als auch AB' und A!B) 
auf der Geraden, welche die Doppelpunkte der involutorischen Punkt- 
reihe zweiter Ordnung verbindet (Involutionsaxe). 

Die Punkte, in denen zwei zugeordnete Strahlen aa* eines in- 
volutorischen Strahlenbüschels zweiter Ordnung zwei andere zu- 
geordnete Strahlen hh* schneiden (d. h. sowohl die beiden Punkte 
ab und a'fe', als auch aV und a'b), liegen immer in gerader Linie 
mit dem Durchschnittspunkt der beiden Doppelstrahlen des involu- 
torischen Strahienbüschels zweiter Ordnung (Involutionscentrum). 

51. Schiefe KoUineation des Kegelschnitts. 1. Setzt man 
einen Kegelschnitt sich selber kollinear, indem man zu drei Punk- 
ten desselben -4, B, C die homologen Punkte A\ B\ C so auswählt, 
dass die Strahlen AA\ BB\ G C keinen gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunkt haben, so haben überhaupt von den Strahlen, welche 
zwei homologe Punkte des Kegelschnitts verbinden, keine drei einen 
gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt, und keine drei Durchschnitts- 
punkte homologer Tangenten liegen in gerader Linie. 

Später, §. 70 , 7 , wird sich zeigen , dass diese Punkte alle auf einem 
Kegelschnitt liegen und jene Strahlen alle einen zweiten Kegelschnitt be- 
rühren. 

2. Die homologen Punkte eines sich selber kollinear gesetzten 
Kegelschnitts bilden zwei konforme Punktreihen zweiter Ordnung, 
und die homologen Tangenten zwei konforme Strahlenbüschel zwei- 
ter Ordnung. 

Umgekehrt sind durch zwei auf einem Kegelschnitt vereinigte 
konforme Punktreihen zweiter Ordnung, so wie durch zwei einem 
Kegelschnitt umgeschriebene konforme Strahlenbüschel zweiter Ord- 
nung immer zwei kollineare Systeme bestimmt, und in dem Kegel- 
schnitte zwei einander homologe Figuren dieser Systeme vereinigt. 

3. Zu zwei konformen Punktreihen oder zu zwei konformen 
Strahlenbüscheln eines Kegelschnitts gehört immer ein bestimmtes 
Situationsdreieck, dessen Ecken und Seiten in den durch jene Punkt- 
reihen oder Strahlenbüschel zweiter Ordnung bestimmten kollinearen 
Systemen sich selber homolog sind. 
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Eine Ecke nnd eine Seite dieses Dreiecks, die immer reell sind, 
und die wir die Spitze und die Grundlinie des Situationsdreiecks 
nennen wollen, sind einander in Bezug auf den Kegelschnitt als Pol 
und Polare zugeordnet. 

Die andern beiden Ecken und Seiten sind bald reell, bald 
imaginär. Es sind dies diejenigen beiden Punkte, in denen die 
Grandlinie des Situationsdreiecks den Kegelschnitt schneidet und die« 
jenigen beiden Tangenten des Kegelschnitts, welche durch die Spitze 
des Situationsdreiecks gehen. Die erstem beiden bilden zugleich 
die Doppelpunkte der betreffenden beiden konformen Punktreihen 
zweiter Ordnung, die letztern beiden die Doppelstrahlen der beiden 
konformen Strahlenbüschel zweiter Ordnung. 

4. Sind zwei konforme Punktreihen zweiter Ordnung auf einem 
Kegelschnitte vereinigt, und sind AÄ\ BB' irgend zwei Paare 
homologer Punkte dieser Reihen, so schneiden sich die Geraden AB' 
und A'B allemal auf der Grundlinie des zugehörigen Situations- 
dreiecks. 

Sind einem Kegelschnitte zwei konforme Strahlenbüschel zwei- 
ter Ordnung umgeschrieben, und sind aa' , &&' irgend zwei Paare 
homologer Tangenten, so liegen die Punkte ah' und a'h allemal mit 
der Spitze des Situationsdreiecks in gerader Linie. 

Seweis. Sind H und K die Doppelpunkte der konformen 
PBr. zweiter Ordnung, so ist SB. A — A'B'UK perspek- 
tivisch konform mit SB. A* — ABHK, Die Projektionsaxe 
ist HK, Folglich geht diese Gerade auch durch den Durch- 
schnittspunkt von AB' und A' B, 
Will man, weil die Doppelpunkte imaginär sein können, den Beweis 
ohne Heranziehung dieser Punkte fuhi*en, so muss man etwas umständ- 
licher verfahren: 

Sind ABCD , . und A' B' C D' . . die beiden Punktreihen 
zweiter Ordnung, so ist zunächst wieder SB. A — A' B* C . . 
perspektivisch konform mit SB. A' — ABC . , Folglich liegen 
die Punkte, in denen die Strahlen AB'j AC, AD' . . he- 
ziehimgsweise die Strahlen A'B, A'C, AD . . schneiden, in 
gerader Linie. 

Sind nun BB' und CC zwei ganz beliebige Paare homo- 
loger Punkte , so ist zu zeigen , dass auch B C und B ' C sich 
auf jener Geraden schneiden. Nun aber ist AB' CA BC ein 
dem KS. eingeschriebenes Seckseck. Folglich liegt der Schnitt- 
punkt von B' C und BC mit den Schnittpunkten AB' — A' B 
und AC — A' C in. gerader Linie. 

Ist endlich P die Spitze des Situationsdreiecks, und geht 
eine beliebige durch dieselbe gelegte Gerade durch die Punkte 
jB undJ?' der ersten Beihe, so liegen auch die homologen Punkte 
E' und F' der zweiten Beihe mit P in gerader Linie, Daraus 



108 Die Brennpunkte des Kegelschnitts. 

folgt, dass der Schnittpunkt von EF' und E'F auf der Polare 
des Punktes P liegt 

5. Drehen sich zwei Gerade um zwei feste Pnnkte P and Q 
so, dass sie sich immer auf einem gegehenen Kegelschnitt schneiden, 
so hilden die Punkte, in denen diese Geraden die Kurve zum zwei- 
ten male schneiden, auf letzterer zwei konforme Punktreihen zweiter 
Ordnung, deren Doppelpunkte mit den Durchschnittspunkten der 
Geraden PQ und des Kegelschnitts zusammenfallen. 

Bewegen sich zwei Punkte auf zwei festen Geraden so, dass 
ihre Yerhindungslinie immer einen gegehenen Kegelschnitt herührt, 
00 hilden die aus jenen Punkten an die Kurve gezogenen zweiten 
Tangenten zwei konforme Strahlenhüschel zweiter Ordnung, deren 
Doppelstrahlen die aus dem Schnittpunkt der heiden festen Geraden 
an den Kegelschnitt gezogenen Tangenten sind. 

Sind M^M^M^ . . beliebige Punkte des KS. , und wird der 
KS. von den durch diese Punkte gelegten Strahlen des Büschels 
P den KS. zum zweiten male in A^Ä^A^ . . , von den Strahlen 
des Büschels Q aber in B-^B^B^ . . geschnitten, so ist 

PR. 2. 0. A^A^A^ . . 7\ PB. 2. O. M-^M^M^ . . 

„ 2. „ J?iJ5aJ?3 . . A » 2. „ M^Mc^M^ . . 
Folglich etc. 

Folgerung, Wird eine einem Kegelschnitt eingeschriehene 

(n — 1) mal gehrochene Linie auf die Weise transformiert, dass 

die n Strecken derselhen sich um ehen so viele feste Punkte drehen, 

während die (n — 1) Ecken auf dem Kegelschnitt hingleiten, so 

heschreihen der Anfangs- und der Endpunkt der gehrochenen Linie 

auf der Kurve zwei konforme Punktreihen zweiter Ordnung — Reci- 

proke Umhildung. 



Viertes Kapitel. 

Die Brennpunkte des Kegelschnitts. 



52. Die Brennpunkte. Anzahl, Lage und fundamentale 
Eigenschaften derselben. 1. Ein Punkt in der Ehene eines 
Kegelschnitts heisst ein Brenwpunkt oder Foc^iS des letzteren, wenn 
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je zwei durch denselhen gelegte konjugierte Gerade senkrecht auf 
einander stehen. 

2. Ein Brennpunkt muss immer innerhalb des Kegelschnitts, 
and immer auf einer Axe desselben liegen. 

1. Die durch einen Brennpunkt gelegten konjugierten Ge- 
raden büden nach der Definition einen elliptischen Strahlen- 
büschel. Der letztere hat also keine reelle Doppelstrahlen. Aus 
einem Brennpunkte lassen sich folglich keine reelle Tangenten 
an den Kegelschnitt ziehen. 

2. Verbindet man einen Punkt M mit dem Mittelpunkt 
des Kegelschnitts, so steht die durch M gelegte dem Durch- 
messer MO konjugierte Gerade nur dann auf MO senkrecht, 
wenn M ein Punkt einer der Axen des KS. ist. 

3. Zu jeder Geraden a gehört im allgemeinen eine und nur 
eine konjugierte Normale a, d. h. es giebt eine und nur eine Gerade, 
welche derselben konjugiert ist und auf ihr senkrecht steht. 

Ist A der Pol von a, so ist das aus A auf a gefällte Lot 
die konjugierte Normale. 
Anm. Ist a die konjugierte Normale von a, so ist auch umgekehrt a 
die konjugierte Normale von o. 

Eine Axe hat unendlich viele konjugierte Normalen. Für jeden andern 
Durchmesser ist die unendlich entfernte Gerade als die konjugierte Nor- 
male anzusehen. 

4. Ist A ein beliebiger Punkt einer Axe des Kegelschnitts, 
und dreht sich eine Gerade a um diesen Punkt, so dreht sich die 
konjugierte Normale a um einen auf der nämlichen Axe gelegenen 
Punkt $[. Die beiden Punkte A und % wollen wir zwei zusammen- 
gehörige Centra konjugierter Normalen nennen. 

Beweis. Fig. 34. Es seien aia2az • • beliebige durch A 
gelegte Gerade, B-^B^B^ . . ihre Pole, und es schneide das aus 

Fig. 34. 




B-^ auf Ol gefällte Lot die betreffende Axe in 91, so ist zu be- 
weisen, dass auch die Geraden 9(^2, %Bt^ . . beziehungsweise 
auf a^, a^ . . senkrecht stehen. 
Zunächst ist 

SB. aiOattg . . TT SB. fl — B^B^B^ . . 
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Sind nun m und n die beiden in Ä und % auf der Axe A% er- 
richteten Lote, so stehen die Strahlen des 1. SB. 

beziehungsweise auf den homologen Strahlen des zweiten Büschels 

senkrecht. Folglich, etc. 
5. Die zusammengehörigen Centra konjugierter Normalen bil- 
den auf jeder Axe des Kegelschnitts eine involutorische Punktreihe, 
deren G egenpunkt der Mittelpunkt des Kegelschnitts ist. Diese Punkt- 
reihe ist auf der einen Axe elliptisch , auf der andern hyperbolisch, 
und zwar ist die Potenz der einen Reihe gleich der Potenz der 
andern mit umgekehrtem Vorzeichen. Die Doppelpunkte dieser 
Reihen sind die Brennpunkte des Kegelschnitts. 

Es seien, Fig. 35, MN und PQ die beiden ^xen des KS,, 
a und a zwei konjugierte Normalen ; so sind A, % auf dereinen, 

und By 53 auf der andern Axe zwei 
zusammengehörende Gentra konju- 
gierter Normalen. 

Dreht sich nun a um B, so dreht 
sich der senkrecht darauf stehende 
Strahl a um SB, und da die beiden 
Strahlen zwei konforme Strahlen- 
büschel beschreiben, so beschreiben 
auch die Funkte A und 51 zwei 
/™- konforme Punktreihen. Der Gegen- 
punkt in jeder dieser beiden Punkt- 
reihen ist aber der Mittelpunkt des 
KS. Die Punktpaare J.^ bilden 
folglich eine involutorische Punkt- 
reihe. 
Ebenso natürlich die Punktpaare 535 auf der zweiten Axe. 
Femer leuchtet ein, dass je zwei zugeordnete Punkte der 
einen Eeihe auf einer und derselben, der andern Reihe aber auf 
entgegengesetzten Seiten des Gegenpunktes liegen. 

Endlich folgt aus der Ähnlichkeit der beiden Dreiecke 0135 
und OBAj dass, abgesehen vom Vorzeichen, 

0% :.0B = OSB : OA, oder OA , 0%= OB, 083. 

In der Parahel hilden die zusammengehörigen Centra konju- 
gierter Normalen eine centrische (oder symmetrische) Reihe mit nur 
einem in endlicher Entfernung hefindlichen Doppelpunkt, dem Cen- 
trum der Reihe. 

Ist, Fig. 36, ^1^1 ein Paar, Az^ ein anderes. Paar zu- 
sammengehörender Centra konjugierter Normalen, und legen wir 
durch Ai und A2 zwei beliebige Parallelen schief gegen die Axe, 
üi und a^, sind ferner Bi und B2 deren Pole, so liegen diese 
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letzteren auf einem Durchmeser der Parabel, und es istBiJBj 
= -4-1-42. Es ist aber auch J^ijBq = ^1^2« Folglich etc. 

Fig. 36. 6. Jede Ellipse und 

jede Hyperbel hat hier- 
nach zwei reelle Brenn- 
punkte, welche symme- 
trisch zum Mittelpunkte 
liegen. 

Die Axe , auf wel- 
cher diese Brennpunkte 
sich befinden, wird die 
Bauptaxe des Kegelschnitts genannt. Die andere Axe heisst die 
Nebenaxe, 

Die Parabel hat nur einen graphisch darstellbaren Brennpunkt. 
Der zweite findet sich in unendliche Entfernung gertickt. 

Beim Kreise fallen die beiden Brennpunkte mit dem Mittel- 
punkt zusammen. 

• 7. Die Entfernung eines Brennpunkts vom nächstgelegenen 
Scheitel der Kurve heisst die Brennweite des Kegelschnitts. Die 
Entfernung der beiden Brennpunkte von einander heisst 'die lineare 
Excentricität , und das Verhältnis dieser letzteren zur Hauptaxe die 
numerische Excentricität Unter einem Baditis vector, Vektor oder 
BrennstraM versteht man bald die Strecke, welche einen Brennpunkt 
mit einem Punkte des Kegelschnitts verbindet, bald eine beliebige 
durch einen Brennpunkt gelegte Gerade. Eine durch einen Brenn- 
punkt gehende Sehne heisst eine Brennsehne. Die Polare eines 
Brennpunkts heisst die dem letztem zugehörige Direktrix oder Leit- 
linie des Kegelschnitts. 

Zwei Kegelschnitte heissen konfokdlj wenn sie einen, und hikonfokäly 
wenn sie beide Brennpunkte mit einander gemein haben. 

8. Die Tangente und die (ihr konjugierte) Normale eines be- 
liebigen Punktes M eines Kegelschnitts sind die Symmetralen der 
nach M gezogenen Vektoren. 

Denn die beiden Brennpunkte bilden mit je zwei zusammen- 
gehörenden Centren konjugierter Normalen vier harmonische 
Strahlen. Solche Centra sind aber die Punkte, in denen die 
Tangente und die Normale die Axe schneiden. 
Änm, Sind F und J^' die beiden Brennpunkte, so wird der Winkel 
FMF' in der Ellipse durch die Normale, in der Hyperbel durch die 
Tangente halbiert. 

In dei" Parabel tritt an die Stelle des einp Vektors der durch den 
Punkt M gelegte Durchmesser. 
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9. Die aus einem beliebigen Punkte der Ebene an einen Kegel- 
schnitt gezogenen Tangenten haben die nämlichen Symmetralen wie die 
beiden Geraden, welche jenen Punkt mit den Brennpunkten verbinden. 
Die Symmetralen der beiden Tangenten sind zwei kon- 
jugierte Normalen; folglich trennen sie die beiden Brennpunkte 
harmonisch. 

58. Ferspektivisclie Kollineation des Kegelschnitts und 
eines um einen Brennpunkt desselben beschriebenen Kreises. 
1. Beschreibt man um einen Brennpunkt eines Kegelschnitts mit 
einem beliebigen Radius einen Kreis, so sind Kegelschnitt und Kreis 
für jenen Brennpunkt als Kollineationscentrum in doppelter Be- 
ziehungsweise einander perspektivisch kollinear. 

Umgekehrt, sind ein Kegelschnitt und ein Kreis fiir den Mittel- 
punkt des letztern als Kollineationscentrum einander perspektivisch 
kollinear, so fallt der Mittelpunkt des Kreises mit einem Brenn- 
punkte des Kegelschnitts zusammen. 

1. Wir denken uns, Fig. 37, durch den Brennpunkt F zwei 
die Hauptaze unter 45^ schneidende Gerade gelegt. Die eine 

schneide den Kegelschnitt in den Punkten 
C und D , den Kreis in G* und D ' ; die 
andere den Kegelschnitt in E und (r, den 
Kreis in E' und 6r'. Setzen wir nun, 
indem wir Kegelschnitt und Kreis kol- 
iB linear auf einander beziehen, die Punkte 
C, Dt E beziehungsweise den Punkten 
C, D't E' homolog, so koinddieren, 
erstens die beiden homologen Strahlen CB 
und CD', Zweitens sind auch die Strah- 
len EO und E* G' einander homolog; 
denn sie gehen nicht bloss durch die homologen Punkte E und 
E' t sondern sie sind auch zweien homologen Geraden, CD und 
G'D\ konjugiert. Drittens endlich sind in der Hauptaxe AB 
zwei homologe Strahlen vereinigt; denn diese Gerade geht nicht 
bloss durch den Punkt F, der nach dem eben Bewiesenen sich 
selber homolog ist, sondern auch durch die Pole der homo- 
logen Geraden GE und C'E\ Es decken sich also zwei homo- 
loge Strahlenbüschel. 

Anm, Wir hätten 0, D und E, statt nnt C, D' und E', 
auch mit D',C' und G' homolog setzen können. Statt der 
direkt perspektivischen wäre dann die entgegengesetzt perspekti- 
vische Lage aufgetreten. 

2. Sind Kegelschnitt und Kreis für den Hittelpunkt des 
letztem als Kollineationscentrum perspektivisch kollinear, so sind 
je zwei durch diesen Punkt gezogene, auf einander senkrecht 
stehende Gerade, wie für den Kreis, so auch für den Kegelschnitt 
einander konjugiert. Folglich etc. 
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2. Die dem betreffenden Brennpunkt zugehörige Direktrix ist 
die Gegenaxe im Systeme des Kegelschnitts. 

Daraus folgt, nach §. 18, 6, dass die Entfernung eines beliebigen 
Punktes M des Kegelschnitts von einem Brennpunkt F zu seiner 
Entfernung von der dem letztern zugehörigen Direktrix / in einem 
konstanten Verhältnisse steht. 



MF 

Mf 



= einer kostanten Zahl ce. 



Umgekehrt, wenn ein Punkt M sich so bewegt, dass das Yer- 
hältniss seiner Entfernung von einem gegebenen festen Punkte 
F zu seiner Entfernung von einer festen Geraden / immer dasselbe 
bleibt, so beschreibt jener Punkt einen Kegelschnitt, in welchem F 
einen Brennpunkt und / dessen Direktrix bildet. 

Anm. Für die EUipse ist MF < 3f/, also a < 1. Für die Hyperbel ist 

MF > Mf, also a > 1. Für die Parabel ist MF = Mf also a = 1. 

Denn in der Ellipse liegt ein Brennpunkt zwischen seiner 

Direktrix und dem einen Scheitel der Kurve; in der Hyperbel 

liegt umgekehrt eine Direktrix zwischen ihrem Brennpunkt 

und einem ScheiteL 

3. In der Ellipse ist die Summe, in der Hyperbel die Differenz 
der beiden nach einem beliebigen Punkt der Kurve gezogenen Vek- 
toren gleich der Hauptaxe. 



Fig. 38. 




Es seien, Fig. 38, F und F' 
die beiden Brennpunkte , i(f ein 
beliebiger Punkt des KS. Es ge- 
nügt zu zeigen , dass MF -\- MF' 
eine konstante Grösse ist. 

Ist der Mittelpunk, M' 
der zweite Endpunkt des durch 
M gelegten Durchmessers, und 
behalten /und « ihre frühere Be- 
deutung, so ist 

MF == a , Mf, 

MF' =z M'F = a , Wf 



MF 4- MF' = « {Mf -f M'f) 
Es ist aber Mf -]- M'f = 2 Of = konst. 

Zusatz 1. In der Ellipse ist jeder Endpunkt der Nebenaxe von 
jedem Brennpunkte um die Hälfte der Hauptaxe entfernt. Die Neben- 
axe ist also immer kleiner als die Hauptaxe. Jene heisst daher 
auch die kleine, diese die grosse Axe der Ellipse. 

Zusatg 2. Ein Kegelschnitt ist vollkommen bestimmt, sobald 
ausser den beiden Brennpunkten irgend eine seiner Tangenten ge-. 
geben ist. Je nachdem die letztere die von den Brennpunkten be- 
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grenzte Strecke schneidet oder nicht, ist der Kegelschnitt eine 
Hyperbel oder eine Ellipse. 

Dagegen giebt es immer zwei Kegelschnitte, eine Ellipse and 
eine Hyperbel, welche zwei gegebene Punkte zu Brennpunkten haben 
and aasserdem noch durch einen gegebenen Punkt gehen. Diesel- 
ben schneiden sich in diesem Punkte unter einem rechten Winkel. 

4. Dreht sich eine Tangente um den Kegelschnitt, so beschreibt 
der Fusspunkt des aus einem Brennpunkt auf dieselbe gefällten 
Lotes einen Kreis , welcher die Hauptaxe des Kegelschnitts zum 
Durchmesser hat. 

Bei der Parabel degeneriert dieser Kreis in die durch den 
Scheitel der Kurve gelegte Tangente. 

Sind, Fig. 39, F und F' die beiden Brennpunkte, der 

Mittelpunkt, P der Fusspunkt des aus F auf die Tangente ge- 

•p. og fällten Lotes, G der dem Brennpunkt 

1^ in Bezug auf die Tangente symme- 
trisch zugeordnete Punkt, und setzt 
man die Hauptaxe = 2 a, so ist 

F* G =z2a 
OPz=zjF'G=ia. 

Zusatz 1. Zieht man an einen 
Kegelschnitt zwei beliebige parallele 
Tangenten, so ist das Produkt ihrer Entfernungen von einem be- 
liebigen der beiden Brennpunkte gleich dem Quadrate des Neben- 
halbmessers mit umgekehrtem Vorzeichen. 

Das Produkt ist also in der Ellipse negativ, in der Hyperbel 
positiv. 

Zusatz 2. Das Quadrat der linearen Excentricität ist gleich der 
(algebraischen) Differenz der Quadrate der beiden Axen. 

D. h. es ist, wenn man die lineare Excentricität = 2 6, die 
Hauptaxe = 2 a, die Kebenaxe der Ellipse = 2 &, die der Hy- 
perbel = 2 6 y — 1 setzt : 

für die Ellipse : e^ = a^ — h^ 
für die Hyperbel: e* = a* -f"^*« 

5. Die Strecke, welche zwei feste Tangenten von einer dritten, 
um den Kegelschnitt sich drehenden Tangente abschneiden, erscheint 
im Brennpunkte unter einem konstanten Winkel. 

Zusatz 1. Die Gerade, welche den Durchschnittspunkt zweier 
Tangenten mit einem Brennpunkt verbindet, ist eine Symmetrale zn 
den aus dem nämlichen Brennpunkte nach den Berührungspunkten 
der Tangenten gezogenen Vektoren. 
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Zuscdis 2. Schneiden sich zwei Tangenten auf einer Direktrix, 

so steht die Gerade, welche den zugehörigen Brennpunkt mit dem 

Schnittpunkt der Tangenten verbindet, auf der Berührungssehne 

(die in diesem Falle eine Brennsehne ist) senkrecht; und die Strecke, 

welche jene beiden Tangenten von einer beliebigen dritten Tangente 

abschneiden, erscheint in dem betreffenden Brennpunkt unter einem 

rechten Winkel. 

Zweien Tangenten des KB. , welche sich auf der Direktrix 
schneiden, sind zwei paraUele Tangenten des Kreises homolog. 

54. Cirkulare Polarität Bwischen einem Kegelschnitt 
und einem Kreise. 1. Es sei der Mittelpunkt eines zirkulären 
Polarsystems, M ein beliebiger Punkt des Systems, m seine Polare, 
MOz=zd. 

Beschreibt man nun um M mit einem beliebigen Radius r einen 
Kreis, so ist die diesem Kreise zageordnete Kurve ein Kegelschnitt, 
in dem einen Brennpunkt, m die zugehörige Direktrix darstellt, 
und für welchen das Verhältnis der Entfernungen eines beliebigen 
seiner Punkte P von und m gleich ist dem Verhältnis der Ent- 
femang MO zum Radius r 

FO : Pm = d : r. 
Unmittelbare Folgerung aus §. 34, 2 b. 

2. ümkehrung. Es sei F ein Brennpunkt eines Kegelschnitts, 
/ die zugehörige Direktrix. 

Beschreibt man nun um F als Mittelpunkt einen beliebigen 
Kreis, und betrachtet man diesen Kreis als die Direktrix eines Polar- 
systems, so ist in solchem Systeme die dem Kegelschnitt zugeordnete 
Kurve allemal auch ein Kreis. 

Mittelpunkt dieses Kreises ist der im Polarsystem der Direk- 
trix / zugeordnete Pol, und die Entfernung dieses Kreismittelpunkt^ 
vom Mittelpunkt des Polarsystems verhält sich zum Kreisradius, 
wie die Entfernung eines Punktes des Kegelschnitts von F zu sei- 
ner Entfernung von f, 

Anm, Die hier erörterte Polarität zwischen einem Kreise und einem 
Kegelschnitt bietet uns ein neues Mittel dar, mancherlei Eigenschaften der 
Kegelschnitte aus bekannten Eigenschaften des Kreises abzuleiten. Wir 
beschränken uns auf eine einzige Anwendung desselben (3), wollen aber 
nicht unerwähnt lassen, dass mehrere Sätze des vorhergehenden Para- 
graphen auch sehr leicht auf dem hier bezeichneten Wege hätten gefdu- 
den werden können. 

3. Es sei ein System von Kegelschnitten gegeben, welche 
einen Brennpunkt F und die zugehörige Direktrix mit einander 
gemein haben. 

8* 
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Ist nnn a eine beliebige gerade Linie, nnd denken wir uns an 
jeden Kegelschnitt durch seine beiden Schnitte mit a Tangenten 
gelegt, so hüllen alle diese Tangenten einen E^egelschnitt ein, wel- 
cher mit den gegebenen Kegelschnitten den betreffenden Brennpunkt 
gemein hat und der auch die Gerade a, sowie die dem Kegelschnittr 
Systeme gemeinsame Direktrix berührt. 

Betrachten wir wieder einen um F als Mittelpunkt be- 
schriebenen Kreis als Direktrix eines Polarsystems, so ist in 
diesem System dem System der gegebenen Kegelschnitte ein 
System konzentrischer Kreise zugeordnet. Der Geraden a ent- 
spricht ein Punkt A (ihr Pol); den Schnittpunkten dieser Ge- 
raden und der Kegelschnitte entsprechen die aus A an die 
Kreise gezogenen Tangenten, und den durch jene Punkte an die 
Kegelschnitte gezogenen Tangenten entsprechen die Berührungs- 
punkte der Kreistangenten. Letztere aber bilden einen Kreis, 
in welchem A und der Mittelpunkt der konzentrischen Kreise 
die Endpunkte eines Durchmessers darstellen. 

55. Der Kegelschnitt als geometriselier Ort des Mittel- 
punkts eines Kreises, welcher zwei gegebene Kreise berührt. 
1. Ist ein Punkt D und ein Kreis Tc^ mit dem Mittelpunkte und 
dem Radius r gegeben, so giebt es unendlich viele Kreise, welche 
durch jenen Punkt gehen und diesen Kreis berühren. Die Mittel- 
punkte dieser Kreise bilden einen Kegelschnitt, dessen Brennpunkte 
die beiden Punkte D und sind, und dessen Hauptaxe gleich dem 
Radius des gegebenen Kreises r ist. 

Der Kegelschnitt ist also eine Ellipse oder eine Hyperbel, je 
nachdem der Punkt innerhalb oder ausserhalb des Kreis k^ liegt. 

Anm, Fällt mit D zusammen, so ist der betreffende Kegelschnitt 
ein Kreis. 

Liegt D auf dem Kreise Ä^, so degeneriert der Kegelschnitt in eine 
gerade Linie. 

Ist statt des Kreises k^ eine gerade Linie (d. h. ein Kreis mit unend- 
lich entferntem Mittelpunkte) gegeben, so ist der Kegelschnitt eine 
Parabel. 

2. Umgekehrt kann jeder Kegelschnitt als der geometrische 
Ort des Mittelpunkts eines Kreises angesehen werden, welcher durch 
einen bestimmten Punkt geht und einen bestimmten Kreis (be- 
ziehungsweise eine gerade Linie) berührt. 

3. Beschreibt man um den Punkt D einen Kreis !^ mit einem 
beliebigen Radius t, um den Punkt einen Kreis kl mit dem Ra- 
dius r -{- l^ oder (unter der Voraussetzung dass r < r) einen Kreis 
h^ mit dem Radius r — r, so fallt jeder Mittelpunkt eines Kreises, 
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welcher durch O geht und k^ berührt, mit dem Mittelpunkt eines 
Kreises zusammen, welcher die beiden Kreise I^ und Jcl gleichartig, 
oder die beiden Kreise f^ und A;^^ ungleichartig berührt; und um- 
gekehrt. 

Man kann also auch jeden Kegelschnitt als den geometrischen 
Ort des Mittelpunkts eines Kreises ansehen, welcher zwei bestimmte 
Kreise gleichartig oder ungleichartig berührt. Die Mittelpunkte 
dieser Kreise sind die Brennpunkte des Kegelschnitts. 

Ist statt des Kreises Jc^ eine gerade Linie gegeben, so entsprechen den 
Kreisen kf und k} zwei der gegebenen Geraden parallele und um die 
Strecke r von ihr entfernte Gerade. 

4. Die vorstehenden Sätze (in Verbindung mit den Sätzen 
§.231 und 232 der El. d. Geom.) liefern uns ein neues Mittel zu 
leichter Konstruktion eines Kegelschnitts ; und da diese Konstruktion 
in allen Fällen ausführbar ist, so könnte sie auch zur Definition 
des Kegelschnitts und seiner Brennpunkte benutzt werden. 

Gar nicht schwer wäre es, ohne Hülfe irgend eines Satzes aus der 
Theorie der Kegelschnitte darzuthun, dass der geometrische Ort des Mittel- 
punkts eines Kreises, welcher zwei gegebene Kreise berührt, einem jeden 
dieser Kreise, für ihre Potenzlinie als Kollineationsaxe und einen der 
beiden Ähnlichkeitspunkte als EoUineationscentrum perspektivisch kollinear 
gesetzt werden kann. Bei gleichartiger Berührung würde der äussere, bei 
ungleichartiger der innere Ähnlichkeitspunkt als das Oentrum der Kol- 
lineation figurieren. 



Fünftes Kapitel. 

Besondere Eigenschaften der einzelnen 

Kegelschnitts arten. 



66. Die Ellipse. 1. Theorie des gewöhnlichen sogenannten 
ElUpseneirkeJs. Verschiebt sich (Fig. 40 a. f. S.) eine Strecke AB 
von unveränderlicher Länge so , dass ihre Endpunkte A und B auf 
zwei sich unter einem rechten Winkel schneidenden Geraden CD 
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und EF hingleiten , so heBchreibt jeder Pnnkt M der Geraden AB 
eine Ellipse, deren Axen mit den Leitlinien CD und EF zu- 
Bammenfallen. 



Fig. 40. 




Folglich etc. 



X 



a 



Wir ziehen MP senkrecht 
auf CD, MQ senkrecht aaf J^F, 
betrachten CD und EF s]b 
Koordinatenazen , und bezeich- 
nen die Koordinaten des Punktes 
M mit X und y. So ist 

C08 BMQ — -^, 
sinBMQ = sin MAP = ^. 



^~ = 1. 



Fig. 41. 



2. Theorie eines andern Ellipsenzirkels. Es sei, Fig. 41, ABC 
ein gleichschenkliges Dreieck , BÄ = B C, Denken wir uns nun, 

dass sich A B um A und B C \im B 
dreht, während C auf der Geraden A C 
fortgeleitet, so beschreibt jeder Punkt 
der Seite B C eine Ellipse. 

Es sei M ein beliebiger Punkt auf 
BC, AB =: CB = a, MB = h. Wir 
legen durch M die DP senkrecht auf ^ C, 
So ist 

Z. D = Z. BMD, also BD = MB = b. 

Nehmen wir nun den Halbstrahl A C zur positiven Abscissen- 
halbaxe, und bezeichnen wir die Koordinaten ÄP und MP des 
Punktes M mit x und y, so ist 

MP y 




sin C = Ts-Ä = 



3fO"" a — 6' 
AP X 



cos C ^ cos A = -r-v: = 



Folglich 



X' 



+ 



y 



2 



AD "" a + ö 



= sin Ca + cos C» = i. 



(a + &)2 ^ (a — 6)2 

3. i>ie Ellipse als affine Umbildung eines Kreises. Beschreibt 
man über der grossen oder über der kleinen Axb einer gegebenen 
Ellipse als Durchmesser einen Kreis, so sind Kreis und Ellipse ein- 
ander perspektivisch affin. Affinitätsaxe ist die Axe, über welcher 
der Kreis errichtet worden ist. 

Manche der früher allgemein bewiesenen Sätze lassen sich fiir die 
Ellipse überraschend leicht aus dem vorstehenden Theoreme ableiten. 
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Ans der KonstaDZ des Verhältnisses, in welchen zwei beliebige homologe 
Flächenräume affiner Systeme zu einander stehen, ergeben sich femer auf 
der Stelle die nachfolgenden Sätze. 

4. Ist AB ein beliebiger Durchmesser der Ellipse, der 
Mittelpunkt, und CD die dnrch den Halbierungspunkt des Halb- 
messers OB parallel mit dem konjugierten Durchmesser gezogene 
Sehne , so hat das Dreieck Ä Gl) einen konstanten , von der Lage 
des Durchmessers AB unabhängigen Flächeninhalt, und dieser In- 
halt ist der grösste, den ein der Ellipse eingeschriebenes Dreieck zu 
erreichen vermag. 

5. Allgemein, ist eine beliebige Ellipse gegeben' und kon- 
struiert man eine ihr perspektivisch ähnliche und konzentrische 
Ellipse, deren Axen sich zu den Axen der gegebenen Ellipse ver- 
halten wie der kleine und der grosse Radius eines regulären n-Ecks, 
so lassen sich unendlich viele n-Eoke konstruieren, welche der ge- 
gebenen Ellipse ein- und der zweiten Ellipse umgeschrieben sind. 
Alle diese n-Ecke sind inhaltsgleich, und die möglich grössten, welche 
der gegebenen Ellipse eingeschrieben werden können. 

6. Ist einer Ellipse ein möglich grösstes n-Eck eingeschrieben, 
80 bilden die durch dessen Ecken gelegten Tangenten ein um- 
geschriebenes n-Eck vom möglich kleinsten Flächeninhalt. 

7. Quadratur der Ellipse, Man übersieht auch sofort, wie die 
Berechnung des Inhalts eines elliptischen Sektors oder Segments 
auf die Berechnung eines Kreissegments oder Kreissektors zurück- 
geführt werden kann: 

Sind a und b die grosse und die kleine Halbaxe der Ellipse, 
und ist der Hülfskreis über der grossen Axe beschrieben, so findet 
man die Grösse eines Flächenraums im System der Ellipse, indem 

man den homologen Flächenraum im System des Kreises mit — 

multipliziert. 

Insonderheit folgt hieraus, dass der Flächeninhalt der ganzen 
Ellipse = n ah. 



57. Die Hyperbel. Eine Besonderheit der Hyperbel sind die 
beiden (reellen) Asymptoten. Auf diese beziehen sich denn auch 
alle der Hyperbel eigentümlichen Theoreme. 

1. Drehen sich zwei Gerade um zwei feste Punkte einer Hyper- 
bel so, dass ihr Durchschnittspunkt auf der Hyperbel hingleitet, so 
sind die Strecken, welche sie von einer beliebigen der beiden Asym- 
ptoten abschneiden, von konstanter Grösse. 
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Denn die beiden konformen Punktreihen, in denen jene Ge- 
raden die Asymptote schneiden, haben einen einzigen Doppel- 
punkt, und dieser ist der unendlich entfernte Punkt der Asym- 
ptote. 

2. Schon früher hahen wir geseheD, dass der Berührungspunkt 
einer Tangente die zwischen den Asymptoten liegende Strecke dieser 
Tangente halhiert. 

Daraus folgt als eine leichte Verallgemeinerung: Schneidet 
eine Gerade die Hyperbel in den Punkten Ä und JB, die Asymptoten 
in Ä' und B\ so haben die Strecken AB und Ä^ B' denselben Hal- 
bierungspunkt und die von einem beliebigen der beiden ersten und 
einem beliebigen der beiden letzten Punkte begrenzte Strecke ist 
gleich der von den beiden übrigen Punkten begrenzten Strecke; 
ÄÄ' = BB' und AB' — A'B. 

3. Ist der Mittelpunkt einer Hyperbel und schneidet eine 
beliebige Tangente die Asymptoten in den Punkten A und B, so ist 
das Rechteck aus den Abschnitten OA und OB gleich dem Quadrat 
über der Hälfte der linearen Excentricität. 

Setzen wir also wieder die lineare Excentricität = 2e, die 
reelle Halbaxe = a, den Modul der imaginären Halbaxe = b, so 
ist OA.OB = e^ = a^ + l\ 

Der Satz ist offenbar richtig für die Scheiteltangente. Nun 
aber büden die Punkte, in denen die Asymptoten von den Tan- 
genten der Hyperbel geschnitten werden, zwei konforme Punkt- 
reihen, deren Gegenpunkte in zusammenfallen. Folglich etc. 

4. Das von den Asymptoten und einer beliebigen Tangente 

gebildete Dreieck ist so gross wie das Kechteck aus der reellen 

Halbaxe und dem Modul der imaginären Halbaxe (:=: aV)» 
Leichte Folgerung aus (3). 

5. Sind x^ y die auf die Asymptoten als Eoordinatenaxen 
bezogenen Koordinaten eines beliebigen Punktes der Hyperbel, 
so ist 

Schneidet die durch den Hyperbelpunkt gelegte Tangente 
die Asymptoten in A und B , so sind die Abschnitte A und 
OB doppelt so gross wie die Koordinaten x und t/. 

6. Quadratur der Hyperbel, Ist, Fig. 42, wieder xy=j (a^ -f h^) 

die Gleichung einer auf die Asymptoten als Eoordinatenaxen be- 
zogenen Hyperbel , und sind M und N zwei beliebige Punkte der 
Hyperbel mit den Abscissen ic'und x'\ P und § die Fusspunkte ihrer 
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Ordinaten (also OJP = a;', OQ = z"), so ist der viereckartige 
Flächenraum MNQP^ in welchem eine Seite durch den hyperbo- 
lischen Bogen MN vertreten wird: 

= — ^ — Qog not x" — log not x\) 
4 

Wir dei|ken uns die Strecke P Qin n gleiche Teile zerlegt, und in den 
TeUpnnkten Q^ Qa Qs • • die Ordinaten Q\Ri, Qa-ßai Qs-^s • • errichtet; 

^. .f. • 80 findet sich der zu quadrierende 

^' ' Flächenraum in n kleinere Bäume 

zerlegt, von denen ein jeder durch 
zwei auf einander folgende Ordi- 
naten und die zwischen diesen lie- 
genden Teile der Strecke PQ und 
des hyperbolischen Bogens MN be- 
grenzt wird. Für jeden dieser Flä- 
chenräume substituieren wir ein Pa- 
rallelogramm , wie wir es erhalten, 
indem wir durch den Endpunkt der 
grossem Ordinate mit der betreffenden Asymptot« eine Parallele ziehen. 
Summieren wir dann die entstehenden n Parallelogramme und lassen wir 
in dem erhaltenen Ausdruck n uuendlich gross werden, so erhalten wir 
den gesuchten Inhalt des Flächenraumes MNP Q. 

Wir bezeichnen den Asymptotenwinkel mit ^, und setzen zur Ab- 
kürzung 

4 = »» » 




a;" — x^ 



n 



= Ä, 



80 sind die Ordinaten Qii^, Qa-^a* Qs-^ • • beziehungsweise 



w 



m 



w 



a 



tn 



'Ä 



"" a/' — Ä' ä" — 2h* a/' — 3Ä a/' — nh' 

und wir erhalten die Flächenräume der erwähnten n Parallelogramme, 
indem wir diese Ausdrücke mit h sin q> multiplizieren. 

Nun ist, wenn j9 eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet 

l^mr^n = ^ (1 +!> p7 + i>^ ^ + !>» 57?8 + • • *^ »nf.j 

Folglich findet sich die Summe der Flächenräume der n ParaUelogramme 
dargestellt durch 

^m^li sing) f, i_ Ä , Ä^ ä^ 

A. -L oa — -I- 32 - 



X 



ff 



+ 1 + 2 ^ + 2» J«5 + 3* 



MS "t" • • • 






X 



a/'2 



ay 



• • ■ • 

1.1 Ä , - Ä« g Ä8 1 



oder, nach Potenzen von -y, geordnet, durch 

X 
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m» m 9P 1^ . n + ^ (1 +2 +3 *• + »), 

+ |i (1« + 2« + 3» . . + n% 

+ |i (13 + 23 + 38 . . 4- n3). 

• • • • 
.... ^ 

Aus der Theorie der arithmetiBchen Beihen höherer Ordnung ist aber be- 
kannt, dass die Summe der p ^«" Potenzen der n ersten Zahlen der natür- 
lichen Zahlenreihe 

ip -f. 2»» + S»» + . . . nP 

eine ganze rationale Funktion von n vom (p + l)*«* Gerade ist, deren 

erstes Glied 

__ nP + i 

" p + 1 
Daraus folgt: 

Ww. — Vt (!'' 4- 2P + 3" '. . 4- nP) = -4-7 ^^r n = 00. 

Wenden wir diesen Satz auf die Beihen des vorhin gefundenen Aau- 

^* ^ 

drucks an, indem wir für /♦ wieder seinen Wert substituieren, 

n 

so erhalten wir als Ausdruck für den gesuchten Inhalt des hyperbolischen 

Flächenraums : 

und da nun die unendliche Beihe nichts anderes als 

, /, a/' — a/\ y ^ i 1 ^' 

ist, so ist schliesslich Flächenraum MNP Q:=m^ sin q> {log af* — log x^). 



58. Die gleichseitige Hyperbel. 1. Die Hyperbel heisst 
gleichseitig, wenn die reelle Halbaxe gleich ist dem Modul der ima- 
ginären Halbaxe, oder, was dasselbe ist, wenn der Asymptotenwinkel 
ein Rechter ist. 

2. Je zwei konjugierte Durchmesser einer gleichseitigen Hy- 
perbel liegen symmetrisch zu jeder der Asymptoten (§. 12, 1. Anm.). 

Daraus ergeben sich die folgenden Sätze, in denen sich eine gewisse 
Analogie zwischen der gleichseitigen Hyperbel und dem Kreise ausspricht. 

3. Der Winkel, unter dem sich zwei beliebige Durchmesser 
schneiden, ist gleich dem Winkel, unter dem sich die ihnen konju- 
gierten Durchmesser schneiden. 
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4. Jeder reelle Durchmesser ist gleich dem Modul des ihm 
konjugierten imaginären Durchmessers. 

Bezogen auf zwei konjugierte Durchmesser wird also die gleichseitige 
Hyperbel dargestellt durch eine Gleichung von der Form 

wie der Kreis durch die Gleichung: 

^ 4. y" - 1 

Und ist AB ein beliebiger Durchmesser eines Kreises oder ein beliebiger 
reeller Durchmesser einer gleichseitigen Hyperbel, M ein beliebiger Funkt 
der Kurve, MP die Strecke, welche den Punkt M auf AB parallel mit 
dem konjugierten Durchmesser projiziert, so ist 

im Kreise : MP^ = ^ PA . PB 

in der Hyperbel MP^ = PA . PB, 

5. Verhindet man die Endpunkte eines heliebigen reellen 
Dm-chmessers -4.5, mit beliebigen Punkten ü/i, Jlfj, M^ . . der Hyperbel, 
80 erhält man in den Strahlenbüscheln A — MiM^M^ . . und B 
— M1M2M3 , . zwei ungleichlaufende kongruente StrahlenbQschel, 
in denen die mit einer Asymptote parallellaufenden Strahlen einander 
homoli[)g sind. 

Umgekehrt bilden die Projektionspunkte zweier ungleichlaufen- 
den kongruenten Strahlenbüschel allemal eine gleichseitige Hyperbel, 
deren Asymptoten mit den beiden Paaren paralleler homologer Strah- 
len gleich gerichtet sind, und in welcher die Scheitel der beiden 
Strahlenbüschel die Endpunkte eines reellen Durchmessers darstellen. 

6. Verbindet man die Endpunkte eines reellen Durchmessers 
A B mit einem beliebigen Punkte M der Hyperbel, so ist im Dreieck 
MAB die Differenz der Winkel MAB und MBA konstant. 



59. Die Parabel. Die zahlreichen besonderen Eigenschaften 
der Parabel ergeben sich daraus, dass die Kurve mit einem unend- 
lich entfernten Punkt auch eine unendlich entfernte Tangente hat, 
und dass der Mittelpunkt, wie auch einer der beiden Brennpunkte, 
sich ebenfalls in unendliche Entfernung hinausgerückt findet. 

Wie sich die allgemeinen Theoreme für die Parabel modifizieren, ist 
meistens schon früher an den betreffenden Orten gleich mit erwähnt worden. 

1. Befinden sich auf einer Geraden zwei gleichlaufende kon- 
gruente Punktreihen ABC . . und A'B' C . , , und sind P und P' 
zwei beliebige Punkte der Ebene, so bilden die Projektionspunkte 
der beiden Strahlenbüschel P — AB C. , und P' — A'B'C .. eine 
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Parabel, deren Axe mit dem Träger der beiden Punktreihen parallel 
läuft. — ümkehrung. 

Denn der gebildete Kegelschnitt hat nur einen unendlicli 
entfernten Funkt, welcher mit demjenigen des Trägers zusammen- 
fällt. 

2. Eine Parabel ist vollkommen bestimmt, sobald vier ihrer 
Tangenten gegeben sind. 

Die unendlich entfernte Gerade ist die fünfte Tangente. 

Oder auch: Schneiden zwei der gegebenen Tangenten eine 
der beiden übrigen in^ und B, die andere inÄ' und f , so ist 
jeder Projektionsstrahl der beiden ähnlichen Punktreihen AB.. 
und Ä'B' . . eine Tangente der Parabel. 

3. Legt man an eine Parabel drei beliebige Tangenten and 
beschreibt' man um das von ihnen gebildete Dreieck einen Kreis, so 
geht dieser immer durch den Brennpunkt der Parabel. 

Es seien, Fig. 43, a, 6, c drei beliebige Tangenten, F der 
■p. .g Brennpunkt. So ist zu zeigen, dass 

^ CFB = Z. GAB, 

Denken wir uns die Tangenten &und 
c fest, a aber um den KS. sich dre- 
hend, so dass C den Halbstrahl A C, 
B den Halbstrahl AB durchläuft, 
so ist Z. CFB konstant. Nun 
schneidet die unendlich entfernte 
Tangente jene Halbstrahlen in ihren 
unendlich entfernten Punkten. Folg- 
lich etc. 

Folgerung. Sind a und h 
zwei beliebige Tangenten und ist 
üf ihr Durchschnittspunkt, so liegt 
der Brennpunkt der Parabel auf einem Kreise, welcher durch den 
Berührungspunkt der einen Tangente geht und die andere Tangente 
in M berührt. 

Man sehe die eine Tangente als eine Doppeltangente an. 

4. Legt man an eine Parabel vier Tangenten und durch einen 
beliebigen Punkt vier diesen Tangenten parallele Strahlen, so ist die 
anharmonische Funktion jener vier Tangenten gleich dem anliar- 
monischen Verhältnisse dieser vier Strahlen. 

Die unendlich entfernte Tangente wird von jenen vier Tan- 
genten und den vier Strahlen in denselben vier Punkten ge- 
schnitten. 

Unikehrung, Es seien A B CD vier in einer geraden Linie m 

befindliche Punkte. Legt man nun durch A, B, drei beliebige, 
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sich nicht in demselben Punkte schneidende Gerade a, b^ c, und dar- 
auf durch den Punkt D eine vierte Gerade d so, dass vier aus einem 
beliebigen Punkt mit a, h, c, d parallel gezogene Gerade den vier 
Punkten Ä, B, C, D konform sind, so berühren die yier Geraden 
ah cd und die Gerade m eine und dieselbe Parabel. 

Folgerung. Wenn ein Winkel von konstanter Grösse so ver- 
schoben wird, dass sein Scheitel auf einer festen Geraden hingleitet, 
während der eine Schenkel sich um einen festen Punkt dreht, so 
hüllt der zweite Schenkel eine Parabel ein, welche die feste Gerade 
berührt. 

5. Je zwei Tangenten der Parabel, welche sich auf der Direktrix 

schneiden, stehen senkrecht auf einander. Umgekehrt, stehen zwei Tan- 

Yigr, 44 genten senkrecht auf einander, so 

schneiden sie sich auf der Direktrix. 

Es sei, Fig. 44, H ein beliebiger 
Punkt der Direktrix und MN die Be- 
rührungsehne. So geht letztere durch 
den Brennpunkt F, Ist nun G der 
Halbierungspunkt von MNy so ist 

Z. GHM == Z. GMH, Z. GHN 
= Z. GNH, etc. 
6. Legt man durch jeden be- 
liebigen Punkt M der Ebene, erstens 
einen Durchmesser, welcher die Pa- 
rabel in A^ und zweitens mit einer 
gegebenen Geraden eine Parallele, welche die Parabel in den Punk- 
ten B und C schneiden möge, so ist die vierte Proportionale zu 
MA^ MB, M G eine Strecke von konstanter Länge ; 

MB . MC ^ ^ 

—— = konst. 

MA 

Leichte Folgerung aus §. 40, 3. 
Folgerung. Legt man durch jeden Punkt M eines Durchmessers 
die dem letztern konjugierte Sehne BC, so ist MB = MC und, 
wenn A wieder den Schnittpunkt des Durchmessers und der Parabel 
bedeutet : 

-- . = konst. 
MA 

Macht man also den Durchmesser AM zur* Abscissenaxe , die 
durch A gelegte Tangente zur y-Axe, so ist, wie schon früher ge- 
zeigt wurde, die Gleichung der Parabel 

y3 =px, 




126 Besondere Eigenschaften d. einzelnen Kegelschnittsarten. 

wo jp eine von der Lage des Panktes Ä abhängige Eonstante be- 
deutet. 

Diese Konstante beisst der dem Durcbmesser Auf zagebörige 
Parameter. Der der Axe zugebörige Parameter beisst der Haupt* 
Parameter. 

7. Der Parameter eines beliebigen Durcbmessers ist gleich der 

diesem Durchmesser koigugierten Brennsebne, und viermal so gross 

wie die dieser Brennsebne zugebörige Abscisse. 
Leicht an Fig. 44. zu erweisen. 

8. Bezeichnet man den Hauptparameter mit p, den Parameter 
eines beliebigen die Parabel in Ä^ schneidenden Durchmessers mit 
p\ die Entfernung dieses Durchmessers von der Axe mit d^ und die 
Entfernung des Punktes Ä' von der Scheiteltangente mit a, so ist 

p' z=p + 4:az=:^ — 

P 

Beweis. Ziehen wir in der letzten Figur 

A'B ± AF, so ist AB = a, A' B = d. 
Nun ist 



A*B^ =z p . AB oder d^ = pa, 



Also 



A'B^ = A'F^ — BF^ = A'm — (AF — AB)^ 
16 \4 / 

** = Te - (f - ") • 

^ = f + «- 

9. Geometrische Quadratur der Parabel. Ist AB eine be- 
liebige Sehne, und sind a und h die durch die Endpunkte derselben 
gelegten Tangenten, so ist der Inhalt des parabolischen Segments 
über der Sehne AB zwei Drittel vom Inhalt des durch die Sehne 
und die beiden Tangenten gebildeten Dreiecks. 

HerleituDg, Fig. 45. Ist A^ der Punkt, in welchem der mit A B kon- 
jugierte Durchmesser die Parabel schneidet, und a^ die durch diesen Punkt 
gelegte Tangente, so ist 

A AA^ JJ = 2 A öa4&. 

Sind sodann A2 und A^ die Pankte, in denen die zu AA^ und A^B 
konjugierten Durchmesser die Parahel schneiden, so wie a^ und a^ die 
durch diese Punkte gelegten Tangenten, so ist 



Besondere Eigenschaften d. einzelnen Kegelschnittsarten. 127 

A AA^Ä^ = 2 A aa^a^, 

A.A^A^B =:i 2 A «4 Oe &. 

Woraus sich durch Addition ergiebt, dass der Inhalt des einfachen Fünf- 

j,. ^5 eckB -4 -4a -^4 -^-ß doppelt 

^' * so gross ist, wie der In- 

halt des einfachen Fünf- 
seits aa2<ii€i%h. 

Sind dann wieder A^, 
J.3 . . . die Punkte, in denen 
die za A A2, A^A^, .. kon- 
jugierten Durchmesser die 
Parabel schneiden , und 
Oj, a^, . . die durch diese 
Punkte gelegten Tangen- 
ten, so ist das einfache 
Nenneck AA^A^A^ A^ A^ 
AßAjjB doppelt so gross, 
wie das einfache Keunseit 
aa-ia^ . . aijb. Etc. etc. 

Folgerung. Sind Ä, 
B, C .. M beliebige auf 
einander folgende Punkte einer Parabel, a, &, c . . m die darcli diese 
Punkte gelegten Tangenten, so ist das einfache Vieleck ABC . . M 
doppelt so gross wie das einfache Yielseit ahc . , m, , 

10. Arithmetische Quadratur. Ist MN eine beliebige Sehne, P 
ihr HalbierungspTinkt, AP der ihr konjugierte Durchmesser, (p der 
Winkel, unter welchem erstere von letzterm geschnitten wird, end- 
lich 8 der Inhalt des duf'ch die Sehne MN abgeschnittenen parabo- 
lischen Segments, so ist 




8 = -^ AP . MP 
3 

Fig. 46. 



8tn (p. 




Herleitung. Es sei, 
Fig. 46, AQ \\MN,MQ 
\\ AP gezogen. Wir su- 
chen den Inhalt des von 
AQ, MQ und dem para- 
bolischen Bogen AM be- 
grenzten Flächenstücks zu 
bestimmen. 

Wir aenken uns A Q 
durch die Punkte Ai^ A2.* 
An — 1 ui n gleiche Teile 
geteilt, durch jeden Teil- 
punkt bis an die Parabel 
mit AP eine Parallele 
Ai BifA^B^" gezogen und 
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das zwischen je zwei auf einander folgenden Parallelen liegende Flachen- 
Stück, wie es sich in der Figur angedeutet findet, zu einem vollständigen 
Parallelogramm ergänzt. 

Die Summe dieser Parallelogramme ist 

i AQ . sin (p [a^B^ . + A^B^ + A^B^ + . . ^„_ i J5« - 1 + Qm|. 

Nun ist aber, wenn wir den zum Durchmesser A'P gehörenden Para- 
meter 



und 
setzen: 



JtfPa 

■Xp =^ 
^P = a/ MB = y' 



A-R -^ y'^AB-^^^AB"^'^ OM-r^.^ 

Werden diese Werte oben substituiert, so erhalten wir als Ausdruck 
für die Summe der n ParaUelogramme 



oder 



y*^ sin w 1/1 » , 1 q • 1 \ 
p ns \ 3 '2 ' 6 / 



Für n = 00 geht die Summe der Parallelogramme in das zu berech- 
nende Flächenstück über; der zuletzt gefundene Ausdruck aber reduziert 

sich in- diesem Falle auf 

1 y'8 sin q> 



oder, da y* = ^^Z, auf 



3 p 

—- iff%f sin q>. 



Sechstes Kapitel. 

Allgemeine Beziehungen zwischen zwei 

Kegelschnitten. 



60. Kardinaldreieck. Unter dem Kardinaldreieck sftoeier 
KegdschniUe verstehen wir das Eardinaldreieck der beiden Polar- 
Systeme, deren Direktrizen diese beiden Kegelschnitte sind. JKar- 
dinalpunkte^ Kardinällinien, Vgl. §. 35. 
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61. Chordale, Kontingenzpunkt. 1. Uoter einer CkordaHe 
zweier Kegelschnitte verstehen wir eine gerade Linie , welche zwei, 
reelle oder imaginäre, Durohschnittsponkte der heiden Kurven ver- 
bindet; oder, was dasselbe ist, eine Gerade, welche von den beiden 
Kurven in den nämlichen beiden Punkten geschnitten wird. 

Die Chordale kann hiemach auch definiert werden, als der 
Träger einer involutorischen Punktreihe, deren zugeordnete Punkte 
sowohl in Bezug auf den einen, als in Bezug auf den andern Kegel- 
schnitt einander konjugiert sind. Die Doppelpunkte dieser Reihe 
sind die beiden durch die Chordale verbundenen Durchschnittspunkte 
der Kegelschnitte. Je nachdem dieselben reell oder imaginär sind, 
lieisst die hetreffende Gerade eine eigentliche oder eine uneigentliche 
Chordale. 

Anm. Berühren sich zwei Kegelschnitte, so ist die durch den Be- 
rührungspunkt gelegte n^emeinschaftliche Tangente zugleich eine eigent- 
liche Chor^ale derselben und eine Kardinallinie. 

2. Unter einem Kontingen/spunJcte zweier Kegelschnitte ver- 
stehen wir einen Punkt, aus welchem sich an die beiden Kurven 
zwei, reelle oder imaginäre, gemeinschaftliche Tangenten ziehen 
lassen. 

Ein Eontingenzpunkt kann hiernach auch definiert werden als 
der Scheitel eines involutorischen Strahlenbüschels, dessen zugeord- 
nete Strahlen zugleich in Bezug auf den einen und in Bezug auf 
den andern Kegelschnitt einander konjugiert sind. Die Doppel- 
strahlen dieses Strahlenbüschels sind die beiden im Kontingenzpunkte 
sich schneidenden gemeinschaftlichen Tangenten. Je nachdem 
diese reell oder imaginär sind, heisst der betreffende Punkt ein 
eigentlicher oder ein uneigentlicher Kontingenzpunkt. 

Anm, Wenn zwei Kegelschnitte sich (in einem reellen Punkte) be- 
rühren, so ist der Berührungspunkt zugleich ein Kardinalpunkt und ein 
eigentlicher Kontingenzpunkt. 

3. Jede Chordale geht durch einen Kardinalpunkt, und jeder 
Eontingenzpunkt liegt auf einer Kardinallinie. 

Sind k^ und ki die beiden Kegelschnitte 7nnd idt*m eine 
Chordale, M ihr Pol in Bezug auf Ä^, itf^ ihr Pol in Bezug auf 
hfj N der Punkt, in welchem m von MM^ geschnitten wird, 
endlich P derjenige Punkt auf m , welcher in Bezug auf beide 
KSs. dem Punkte N konjugiert ist, so ist P ein Kardinalpunkt 
und MM' die ihm als Polare zugeordnete Kardinallinie 

4. Der Durchschnittspunkt zweier eigentlichen Chordalen föUt 
entweder mit einem Durchschnittspunkt der beiden Kegelschnitte 
zusammen, oder er ist ein Kardinalpunkt. Der Durchschnittspunkt 

Seeger, neuere G-eometrie. Q 
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einer eigentlichen und emer nneigentlichen , oder zweier imeigent- 
lichen Chordalen ist allemal ein Eardinalpnnkt. 

Die Gerade, welche zwei eigentliche Eontingenzpnnkte yer- 
hindet, ist entweder eine gemeinschaffcliclie Tangente oder eine 
Eardinallinie der beiden Kegelschnitte. Die Gerade, welche einen 
eigentlichen und einen nneigeutlichen, oder zwei uneigentliche Eon- 
tingenzpunkte verbindet, ist allemal eine Eardinallinie. 

Sind m und n zwei eigentliche Chordalen, so ist ihr Burch- 
schnittspunkt P entweder in Bezug auf beide Kegelschnitte sich 
selber zugeordnet, dann ist er ein Durchschnittspunkt der beiden 
Kurven ; oder es ist ihm, in Bezug auf beide Kurven, auf m ein 
Punkt M, auf n ein Punkt N konjugiert, dann sind P und 
MN in Bezug auf beide KSs. einander als Pol und Polare zu- 
geordnet. 

5. Es wird sich sehr bald zeigen (§. 63, 4), dass die Chordalen 
und die Eontingenzpnnkte immer paarweise auftreten. 

Je zwei durch einen und denselben Eardinalpnnkt gehende 
Chordalen heissen £!U einander oder zusammengehörend. Ebenso 
sagt man, dass zwei Eontingenzpnnkte zusammengehören^ wenn sie 
auf derselben Eardinallinie liegen. 

Ton einem Paar zusammengehörender Chordalen und einem 
Paar zusammengehörender Eontingenzpnnkte sagt man, das eine 
Paar evdspreche oder korrespondiere ^em andern, wenn derEardinal- 
punkt, in dem sich die beiden Chordalen schneiden, und die Ear- 
dinallinie, welche die beiden Eontingenzpnnkte verbindet, einander 
als Pol und Polare zugeordnet sind. 

6. Man unterscheidet endlich noch Chordalen gleichartiger und 
Chordalen ungleichartiger Lage. Eine Chordale liegt gleichartig zu 
den beiden Eegelschnitten, wenn jeder Punkt derselben, der ausser- 
halb des einen Eegelschnitts liegt, sich auch ausserhalb des andern 
Eegelschnitts befindet; eine Chordale liegt tmgleichartig, wenn jeder 
Punkt derselben innerhalb des einen, aber ausserhalb des andern 
Eegelschnitts liegt. 

Ebenso haben die Eontingenzpnnkte gegen die beiden Eegel- 
schnitte bald eine gleichartige ^ bald eine ungleichartige Lage. Jede 
durch einen Eontingenzpunkt gleichartiger Lage gezogene Gerade 
schneidet entweder jeden Eegelschnitt in zwei reellen, oder jeden in 
zwei imaginären Punkten; jede durch einen Eontingenzpunkt un- 
gleichartiger Lage gezogene Gerade schneidet den einen Eegelschnitt 
in zwei reellen, den andern in zwei imaginären Punkten. 

Zusatz 1. Jede uneigentliche Chordale ist eine Ghordale gleichartiger 
Lage, denn ihre Punkte liegen alle ausserhalb des einen wie des andern 
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Kegelschnitts. Ebenso ist jeder uneigentliche Kontingenzpuakt ein Kon- 
tingenzpnnkt gleichartiger Lage. 

Zwei gemeinschaftliche Tangenten teilen die Ebene in zwei Strahlen- 
winkelräume. Der Durchschnitt spunkt der Tangenten ist nun ein Kon- 
tiogenzpunkt gleichartiger oder ungleichartiger Lage, je nachdem die 
Kegelschnitte beide in demselben Strahlenwinkelraume liegen, oder aber 
einer in dem einen, und der andere in dem andern Baume befindlich ist. 

Zusatz 2. Zum Auftreten ungleichartig liegender Chordalen ist er- 
forderlich, dass mindestens einer der beiden Kegelschnitte eine Hyperbel sei. 



62. Doppelt konjugierte Elemente. 1. Wir nennen zwei 
Punkte oder zwei Gerade doppelt konjugiert^ wenn dieselben in Be- 
zug auf jeden der beiden gegebenen Kegelschnitte einander kon- 
jugiert sind. 

2. Einem Eardinalpunkt ist jeder Punkt der zugeordneten 
Eardinallinie doppelt konjugiert. Einem beliebigen andern Punkte 
M der Ebene ist nur ein Punkt doppelt konjugiert : derjenige näm- 
lich, in welchem sich die dem Punkte ilf in Bezug auf die gegebenen 
Kegelschnitte zugeordneten beiden Polaren schneiden. 

Einer Kardinallinie ist jede durch den zugeordneten Kardinal- 
punkt gelegte Gerade doppelt konjugiert. Einer beliebigen andern 
Geraden m ist die Verbindungslinie ihrer beiden Pole konjugiert. 

3. Jede Chordale enthält unendlich viele Paare doppelt kon- 
jugierter Punkte; jede andere Gerade enthält ein und nur ein Paar 
(reeller oder imaginärer) doppelt konjugierter Punkte. 

Durch jeden Kontingenzpunkt lassen sich unendlich viele Paare 
doppelt konjugierter Geraden legen ; in jedem Strahlenbüschel, welcher 
einen andern Punkt der Ebene zum Scheitel hat, giebt es ein und 
nur ein Paar doppelt konjugierter Geraden. 

4. HaupÜekrsate. Ist m eine beliebige durch keinen Kardinal- 
pnnkt gehende Gerade, und sind Ai^ A^^ A^ » . beliebige Punkte dieser 
Geraden, ÄiA\A!^ . . die ihnen doppelt konjugierten Punkte, so 
liegen diese letztern alle auf einem und demselben Kegelschnitte 
w^ Dieser Kegelschnitt geht: 

a. durch die drei Kardinalpunkte der gegebenen beiden Kegel- 
schnitte ; 

b. durch die der Geraden m in Bezug auf die gegebenen Kegel- 
schnitte zugeordneten beiden Pole; 

c* durch denjenigen Punkt einer jeden Ghordale, welcher ihrem 
Schnitte mit der Geraden m, in Bezug auf die durch die Chordale 
verbundenen beiden Durchschnittspunkte der Kegelschnitte, har- 
monisch zugeordnet ist; 

9* 
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d. durch die beiden (reellen oder imaginären) einander doppelt 
konjugierten Punkte der Geraden m. 

Geht die Gerade m durch einen Eardinalpunkt K, so dege- 
neriert der Kegelschnitt m^ in ein System von zwei geraden Linien: 
die eine dieser Linien ist die dem betreffenden Kardinalpunkt zu- 
geordnete Kardinallinie (deren Punkte alle dem Punkte K doppelt 
konjugiert sind), die andere ist eine Gerade in!, welche, wie iw, durch 
den Kardinalpunkt K geht. 

Herleitung. Es seien k^ und Jcf^ die gegebenen beiden Kegelschnitte 
und es sei ferner M der Pol von m in Bezug auf k^ , M' der Pol in Be- 
zug auf Ä'2. So ist __ 

PE. ^1-42^3 . . . 7\^ SB. J»f — Ä\Ä'2Ä'g . . . 

A SB. -af' ^ A^Ä'^Ä's . . . 
Folglich auch 

SB. M — Ä\Ä'2Ä'^ ... 7^ SB. 3f' — A^A'^Ä's • • • 

Geht nun, erstens, die Gerade m durch einen Kardinalpunkt K, so 
liegen M und M' auf der zugeordneten Kardinallinie k^ und in dieser 
Linie sind zwei homologe Strahlen der beiden Strahlenbüschel vereinigt. 
Die letzteren befinden sich also in perspektivischer Lage, und die Projek- 
tionspunkte Ä\ A*2 A's • • liegen alle auf einer Geraden , der Projektions- 
axe. Dass diese Gerade durch den Punkt K geht, ergiebt sich einfach 
daraus , dass K dem Schnittpunkt von m und k doppelt konjugiert , also 
auch ein Projektionspunkt ist. 

Geht zweitens, die Gerade m nicht durch einen Kardinalpunkt, so 
kahn es auf der Geraden MM' (ausser M und M') keinen Punkt X' 
geben, der einem Punkte X auf m doppelt konjugiert wäre, weil sonst der 
Punkt X der Geraden MM' doppelt zugeordnet, also ein Kardinalpunkt 
wäre. Die beiden Strahlenbüschel befinden sich mithin in schiefer Lage, 
und die Projektionspunkte liegen auf einem Kegelschnitt, der durch die 
beiden Scheitel M und M' geht. 

Dass dieser Kegelschnitt ausserdem durch die übrigen oben ange- 
gebenen Punkte geht, folgt einfach daraus, dass jeder dieser Punkte einem 
Punkte der Geraden m doppelt konjugiert ist. 

Anm. 1. Fällt die Gerade m mit einer Kardinallinie zusammen, so 
wird der Kegelschnitt m^ durch das System der beiden andern Kardinal- 
linien vertreten. 

Anm, 2. Wie sich von selbst versteht, würde auch dieser Lehrsatz 
reciprok umgebildet werden können. 

5. Umkehrung. Legt man durch die drei Kardinalpunkte einen 
beliebigen Kegelschnitt, so liegen die Punkte der Ebene, welche 
den Punkten dieses Kegelschnitts doppelt konjugiert sind, alle auf 
einer geraden Linie. 

In der That, sind A\ und A'2 zwei beliebige Punkte dieses 
Kegelschnitts, und Ai und A^ die ihnen doppelt konjugierten 
Punkte, so liegen die Punkte, welche den Punkten der Geraden 
Ai A2 doppelt konjugiert sind, alle auf einem KS., welcher durch 
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die drei Kardinalpunkte and die beiden Funkte Ä\ und A'2 
geht, also mit dem konstruierten KS. identisch ist. 
Äntn. Der Satz gilt natürlich auch, wenn man durch die Kardinal- 
punkte einen Kreis legt. 



63. Doppelt konjugierte Funktreihen oder Strahlen- 
büschel. Es sei wieder m eine beliebige durch keinen Kardinal- 
pankt gehende Gerade, m^ der Kegelschnitt, dessen Punkte den 
Punkten von m doppelt konjugiert sind, K ein reeller Kardinalpunkt, 
h die zugeordnete Kardinallinie. 

1. Wir beweisen zunächst noch einmal, dass, wenn n eine be- 
liebige durch K gelegte Gerade ist, die den Punkten dieser Geraden 
doppelt konjugierten Punkte eine andere durch K gehende gerade 
Linie n' bilden. 

Es sei 2) ein beliebiger Punkt auf n^ D' sein doppelt konju- 
gierter Punkt, und es werde die Kardinallinie Ic YonKD oder n im 
Punkte E, von KD' oder n' im Punkte F' geschnitten, so sind 
die drei Punkte auf n: 

JT, A E 

beziehungsweise den drei Punkten auf n! : 

F\ D', K 

doppelt konjugiert. 

Setzt man nun 

PR. KDE . . 7^ PR. F'D'K . . 

so überzeugt man sich leicht, dass jeder Punkt der einen Reihe dem 
ihm homologen Punkte der andern Reihe doppelt konjugiert ist. 
Folglich etc. 

2. Aus diesem Beweise^ ergiebt sich noch, dass, wenn Q ein be- 
liebiger anderer Punkt auf n, und 6r' der ihm doppelt konjugierte 
Punkt auf »' ist, die Geraden DG' und D'ö nach §. 7, 2, sich 
allemal auf EF\ d. h. auf der Kardinallinie k schneiden. 

3. Schneiden n und n' den Kegelschnitt m' zum zweiten Male 
in Ä nnd^', die Gerade m aber in B und B\ so ist Ä doppelt kon- 
jugiert mit B'f und A' doppelt konjugiert mit B. Es schneiden sich 
also nach (2) ÄÄ' und BB' (oder m) auf A;, d. h. die Gerade ÄÄ' 
geht allemal durch den Durchschnittspunkt von m und Je, 

4. Umgekehrt, denken wir uns durch den Durchschnittspunkt 
von m und k (den wir mit P bezeichnen wollen) beliebige gerade 
Linien gelegt, die den Kegelschnitt m^ in den Punktpaaren ÄiÄ\j 
A^A'^ . . schneiden mögen, und sind ^in'i, n^n'^. . die Linienpaare, 
welche diese Punkte mit dem Kardinalpunkt K verbinden, so stellt 
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jedes dieser Linienpaare zwei Träger doppelt konjugierter Ponkt- 
reihen dar. 

Nun aher bilden die Pnnktpaare ^ii^'i, AiÄ'z . • eine invola- 
torische Punktreihe zweiter Ordnung, deren Involutionscentrum der 
Punkt P ist, und deren Doppelpunkte die Berührungspunkte der aus 
P an m^ gezogenen Tangenten sind. Daraus folgt denn: 

a. Die Linienpaare fii n\, n^ n^ • • bilden einen involutoriscben 
Strahlenbüschel. 

b. Die beiden (reellen oder imaginären) Doppelstrahlen dieses 
Strahlenbüschels bilden die in dem Kardinalpunkte K sich schnei- 
denden Chordalen der beiden gegebenen Kegelschnitte k^ und A/^; 

c. Diese beiden Chordalen werden durch die Träger von je 
zwei doppelt konjugierten Punktreihen harmonisch getrennt, und 
dieselben sind reell oder imaginär, je nachdem der Punkt P ausser- 
halb oder innerhalb des Kegelschnitts m^ liegt. 

Beciproke Umbildung dieser Sätze: Schneiden zwei doppelt kon- 
jugierte Strahlen eine Kardinallinie in den Punkten N und JV, so ist jedem 
durch den einen dieser Punkte gelegten Strahle ein durch den zweiten 
Punkt gehender Strahl doppelt konjugiert. Jede Kardinallinie enthält 
also unendlich viele Paare solcher Punkte, welche als Soheitel doppelt 
konjugierter Strahlenbüschel auftreten. Diese Punktpaare büden eine in- 
Yolutorische Punktreihe, und die (reellen oder imaginären) Doppelpunkte 
dieser Beihe sind die auf der betreffenden Eardinallinie befindlichen bei- 
den Kontingenzpunkte. 

5. Die einem Kontingenzpunkte in Bezug auf die gegebenen 
Kegelschnitte zugeordneten Polaren bilden die Träger zweier doppelt 
konjugierten Punktreihen, und die einer Chordale zugeordneten bei- 
den Pole bilden die Scheitel zweier doppelt konjugierten Strahlen- 
büschel. 

Es sei P ein Kontingenzpunkt, p seine Polare in Bezug auf 
k^j p' seine Polare in Bezug auf k'^, Legt man nun durch P 
irgend zwei einander doppelt konjugierte Strahlen e und /, so 
ist der Schnittpunkt von p und e , dem Schnittpunkte von p 
xmd f doppelt konjugiert. Der erste ist in Bezug auf k^ der 
Pol von /, der zweite in Bezug auf k'^ de^ Pol von e. 



64. Abhängigkeit der Zahl und der Art der Chordalen 
oder Kontingenzpunkte von der Anzahl der reellen Kardinal- 
punkte oder Kardinallinien. Wir bezeichnen die drei Kardinal- 
punkte mit K, K\ K", die ihnen zugeordneten Kardinallinien mit 
k^ k\ k'\ und lassen im übrigen den oben eingeführten Buchstaben 
ihre Bedeutung. 
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1. Ist nur ein reeller Eardinalpankt K vorhanden, so schnei- 
den sich in diesem eine eigentliche und eine uneigentliche Chordale. 
Andere Chordalen exigtieren nicht. Die Kegelschnitte hahen also 
zwei reelle imd zwei imaginäre Durchschnittspunkte. 

"Wir denken uns zur Vereinfachung der VorsteUungen die 
Gerade m so gewählt, dass der Kegelschnitt m^ ein Kreis (oder 
eine Ellipse) wird. 

Da K' und K" imaginär sind, so liegt k ganz ausserhalb des 
Kreises m^. Es liegt also auch P ausserhalb desselben, und es lassen 
sich aus diesem Funkte zwei reelle Tangenten an den Kreis 
ziehen. Sind B und jß| deren Berührungspunkte, so sind KB 
und KBi die beiden in diesem Falle existierenden Chordalen. 

Schneiden nun KB und KBi die Gerade m inS und /S^i, die 
Kardinallinie Je in ^ und St^, so sind KSt und BS zwei Paare 
doppelt konjugierter Punkte auf der ersten und KSti und Bi S^ 
zwei Paare doppelt konjugierter Punkte auf der zweiten Chor- 
dale. 

Es ist zu zeigen, dass von den durch diese Punktpaare be- 
stimmten in Yolu torischen Pnnktreihen die eine elliptisch, die 
andere hyperbolisch ist. 

Die Strahlen PK und PÄÄj (oder Ä;) werden durch die 
Strahlen Pi2 und PBi von einander getrennt ; oder: PB durch- 
setzt den einen und PBi den andern der von PK und k ge- 
bildeten beiden Strahlenwinkelräume. 

Wie nun auch die Gerade m oder der Strahl PSS^ liegen 
mag, so muss er sich immer mit einem, und er kann sich nur mit 
einem der beiden Strahlen PB und PBi in demselben Winkel- 
raume befinden. Folglich etc. 

2. Sind alle drei Kardinalpunkte Kj K\ K^' reell, so sind zwei 
Fälle za unterscheiden. Die Gerade m kann nämlich erstens das 
Dreieck KK' K** durchbohren, oder zweitens sich ganz ausserhalb 
dieses Dreiecks befinden. 

Durchbohrt die Gerade m das Dreieck KK* K*\ und liegen die 
beiden Durchbohrungspunkte beispielsweise auf den Seiten KK' und 
KK'* , so existieren nur zwei , im Punkte K sich schneidende , un- 
eigentliche Chordalen. Die gegebenen Kegelschnitte schneiden sich 
mithin in zwei Paaren imaginärer Punkte. 

Yon den drei Punkten, in denen m die Kardinallinien schnei- 
det, liegt nur einer, der Schnittpunkt von m und k ausserhalb 
des Kreises m\ Bezeichnen wir diesen Punkt wieder mitP und 
lassen wir auch den Buchstaben iS, jß^, 8, 5^, ^, ß^ ihre in (l) 
angegebene Bedeutung, so übersieht man sofort, dass die Strah- 
len PK und PÄÄj sowohl durch PB und PS, als auch durch 
PB' und PSi von einander getrennt werden. Es werden also 
auch K und ^ durch B und S, so wie K und R^ durch Bi und 
und Si von einander getrennt. D. h. die doppelt konjugierten 
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Punkte bilden auf jeder der beiden Ohordalen eine elliptische 
Fonktreihe. 

3. Liegt m ansBerhalb des Dreiecks KK' K'\ so laufen von 
jedem Eardinalpunkte zwei reelle, eigentliche Chordalen aus. Die 
beiden Kegelschnitte schneiden sich mithin in vier reellen Punkten. 

Die Funkte, in denen m die Kardinallinien Bchneidet, liegen 
diesmal alle drei ausserhalb der Kurve m^. 

Die Strahlen PK und k werden so wenig durcli PU und 
P/S als durcli PBi und PSi von einander getrennt. 

Was aber von P gilt , gilt auch von den Schnitten der Ge- 
raden m mit Ä'.und Ä". 

Folglich etc. 

4. Da mit den in (1) bis (3) aufgestellten Hypothesen die Zahl 
der möglichen Fälle erschöpft ist, so dürfen wir die vorhergehenden 
drei Sätze umkehren, und wir können das Ergebnis der angestell- 
ten Untersuchung auch wie folgt aussprechen : 

Sind zwei beliebige Kegelschnitte gegeben, so findet immer 
einer von den folgenden drei Fällen statt. 

a. Die beiden Kegelschnitte haben vier reelle Durchschnitts- 
punkte. Dann haben sie auch drei reelle Kardinalpunkte und drei 
Paare reeller eigentlicher Chordalen. 

b. Die beiden Kegelschnitte haben zwei Paare imaginärer 
Durchschnittspunkte. Dann sind zwar auch die Kardinalpunkte alle 
drei reell, aber nur von dem einen laufen zwei — reelle, nneigent- 
liehe — Chordalen aus. 

c. Die beiden Kegelschnitte haben ein Paar reeller und ein Paar 
imaginärer Durchschnittspunkte. Dann ist nur ein Kardinalpnnkt 
reell, und es schneiden sich in demselben eine eigentliche und eine 
uneigentliche Chordale. 

5. Die reciproken Sätze lauten folgendermaassen: 

Sind zwei beliebige Kegelschnitte gegeben, so findet immer 
' einer yon den folgenden drei Fällen statt : 

a. Die beiden Kegelschnitte haben vier reelle gemeinschafÜiclie 
Tangenten. Dann haben sie auch drei reelle Kardinallinien, und anf 
jeder derselben liegen zwei reelle eigentliche Kontingenzpunkte. 

b. Die beiden Kegelschnitte haben zwei Paare imaginärer ge- 
meinschaftlicher Tangenten. Dann sind zwar auch, wie im ersten 
Falle, die Kardinallinien alle drei reell, aber nur auf einer derselben 
befinden sich zwei reelle, und zwar zwei uneigentliche Kontingenz- 
punkte. 

c. Die beiden Kegelschnitte haben ein Paar reeller und ein 
Paar imaginärer gemeinschaftlicher Tangenten. Dann ist nur eine 
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Eardinallinie reell, und auf derselben giebt es einen eigentlichen 
und einen uneigentlichen Eontingenzpunkt. 

Man denke sich zu dem System der beiden gegebenen ESs. 
k^ und Ä;'^ ein reciprokes System mit den Kegelschnitten I^ und 
V^ konstruiert. Von den letztem gelten die Sätze (4). Kun 
aber entspricht jedem Durchschnittspunkte der Kurven !^ und 
!'^ eine gemeinschaftliche Tangente der Kurven k^ und Jb'^, 
jeder Kardinallinie des einen Systems ein Kardinalpunkt des 
andern etc. etc. 



65. Beziehungen zwischen der Anzahl der Chordalen 
gleichartiger Lage und der Anzahl der Kontingenzpunkte 
gleichartiger Lage. 1. Wie eine uneigentliche Chordale zugleich 
ansserhalb des einen und ausserhalb des andern Kegelschnitts liegt, 
so befindet sich jeder nneigentliche Kontingenzpunkt innerhalb eines 
jeden der gegebenen Kegelschnitte. 

2. Je zwei zusammengehörende Chordalen oder Eontingenz- 
punkte haben entweder beide eine gleichartige oder beide eine un- 
gleichartige Lage. 

3. Haben zwei Kegelschnitte Chordalen ungleichartiger Lage, 
so können sie keine reelle gemeinschaftliche Tangente und also auch 
keinen eigentlichen Kontingenzpunkt haben. 

Kommen bei zwei Kegelschnitten Kontingenzpunkte ungleich- 
artiger Lage vor, so können die Kurven keinen reellen Durchschnitts- 
punkt, und also auch keine eigentliche Chordale haben. 

4. Schneiden sich zwei Kegelschnitte in vier reellen Punkten, 
so haben sie entweder drei Paare gleichartig liegender eigentlicher 
Chordalen, oder ein Paar gleichartig liegende und zwei Paar un- 
gleichartig liegende eigentliche Chordalen. 

Haben zwei Kegelschnitte vier reelle gemeinschaftliche Tan- 
genten, so gehören zu denselben entweder drei Paar eigentliche 
Kontingenzpunkte gleichartiger Lage, oder ein Paar gleichartig und 
zwei Paar ungleichartig liegende eigentliche Kontingenzpunkte. 

Der erste Satz ist offenbar richtig, wenn sich unter den 
gegebenen KSs. keine Hyperbel befindet. Dann können keine 
Chordalen ungleichartiger Lage vorkommen. 

Ist eine Hyperbel und eine Ellipse (oder Parabel) gegeben, 
so überzeugt man sich ebenfalls leicht, dass bei vier reellen 
Durchschnittspunkten nur einer der angegebenen beiden Fälle 
möglich ist. 

Liegen zwei Hyperbeln vor, so können dieselben immer 
einem System von zwei Kegelschnitten kollinear gesetzt werden, 
von denen einer eine Ellipse ist. Folglich etc. 
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5. Laufen von einem Eardinalpunkte K zwei Ghordalen un- 
gleichartiger Lage aus, so kann es auf der zugeordneten Eardinal- 
linie Tz keine (reelle) Kontingenzpunkte gehen. 

Liegen auf einer Kardinallinie Ic zwei Kontingenzpunkte un- 
gleichartiger Lage, so können von dem zugeordneten Kardinalpunkte 
K keine reelle Ghordalen auslaufen. 

Im ersten Falle kann es nach (3) eigentliche Kontingenz- 
punkte überhaupt nicht geben. Es können aber auch auf Ä; 
keine uneigentliche Kontingenzpunkte vorkommen; denn, da K 
innerhalb des einen und ausserhalb des andern K8. liegt, so schnei- 
det k den einen K8. in zwei reellen, den andern in zwei imagi- 
nären Punkten. Es giebt also auf Tc keinen Funkt, der innerhalb 
des zweiten KS. läge. 

6. Laufen von einem Kardini^punkte K zwei Ghordalen gleich- 
artiger Lage aus, so hefinden sich auf der zugeordneten Kardiual- 
linie A; zwei Kontingenzpunkte gleichartiger Lage, und umgekehrt. 

Der Satz scheint uns für den einen Fall, in welchem die 
beiden Kegelschnitte .weder einen reellen Durcbschnlttspunkt, 
noch eine reelle gemeinschaftliche Tangente haben, nicht ud- 
mittelbar aus dem Yoraufgegangenen gefolgert werden zu können. 
Dass derselbe aber allgemein gültig sei, wird aus dem Satze 
§. 66, 2 und seinem Beweise ganz von selbst mit erhellen. 

7. Aus den Sätzen dieses und des vorhergehenden Paragraphen 
ergieht sich, dass bei zwei gegebenen Eegelschuitten vorkommen 
können: 

a. drei Paare eigentlicher Ghordalen gleichartiger Lage, und 
drei Paare eigentlicher Kontingenzpunkte gleichartiger Lage. 

Die Kegelschnitte haben vier reelle Durchschnittspunkte, 
die bei jeder etwa vorliegenden Hyperbel sich auf einem und 
demselben Aste derselben befinden. 

b. ein Paar eigentlicher Ghordalen gleichartiger Lage nebst 
zwei Paaren eigentlicher Ghordalen ungleichartiger Lage, und 

ein Paar uneigentlicher Kontingenzpunkte. 

Vier reelle Durchschnittspunkte, die sich auf die beiden 
Äste einer oder zweier Hyperbeln verteilen. 

c. ein Paar uneigentlicher Ghordalen, und 

ein Paar eigentlicher Kontingenzpunkte gleichartiger Lage 
nebst zwei Paaren eigentlicher Kontingenzpunkte ungleichartiger 
Lage. 

Jeder der beiden Kegelschnitte liegt ausserhalb des andern. 

d. ein Paar uneigentlicher Ghordalen, und 
ein Paar uneigentlicher Kontingenzpunkte. 
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Einer der beiden Kegelschnitte liegt ganz innerhalb des 
zweiten. 

e. eine eigentliche Chordale gleichartiger Lage nnd eine an- 
eigentliche Chordale, hei 

einem eigentlichen Eontingenzpnnkte gleichartiger Lage nnd 
einem nneigentlichen Eontingenzpnnkte. 

Die beiden Kegelschnitte schneiden sich in zwei reellen nnd 
zwei imaginären Punkten. 



66. Perspektivische Kollineation zweier Kegelschnitte. 
1. Sind zwei Kegelschnitte einander perspektivisch kollinear, so ist 
das Eollineationscentmm ein Eontingenzpunkt gleichartiger Lage 
nnd die Eollineationsaxe eine Chordale gleichartiger Lage. 

Die Eardinallinie , auf welcher sich das Eollineationscentmm 
befindet, und der Eardinalponkt , durch den die Eollineationsaxe 
geht, sind einander als Polare nnd Pol zugeordnet. 
Unmittelbar einleuchtend. 

2. Je zwei Eegelschnitte können für einen heliehigen ihrer 
gleichartig liegenden Eontingenzpunkte als Eollineationscentrum 
und eine heliehige der korrespondierenden Chordalen als Eollinea- 
tionsaxe einander perspektivisch-kollinear gesetzt werden. 

Beweis. Fig. 47 (a. f. 8.). Es seien, wie oben, "k^ und Ic'^ die 
beiden Kegelschnitte, P ein Kontingenzpunkt gleichartiger Lage, 
p dessen Polare in Bezug auf X;^, |)' die Polare in Bezug auf 
A;'^, und es schneide eine beliebig durch P gelegte Gerade den 
KS. Äa in A und P, k'^ in A' und P'. 

Wir betrachten P als Kollineationscentrum zweier perspek- 
tivisch kollinearen Systeme, in denen die Gerade p der Geraden 
p't und der Punkt A einem der beiden Punkte A* und P', z. B. 
dem Punkte A' homolog ist. So ist leicht zu zeigen, dass h^. 
und k'^ zwei homologe Figuren dieser beiden Systeme sind. 

In der That, die beiden aus P gezogenen gemeinschaftlichen 
Tangenten sind zwei KoUineationsstrahlen und berühren die 
beiden Kurven in zwei Paaren homologer Punkte. Es sind also 
drei Punkte des einen KS. und die durch zwei dieser Punkte 
gelegten Tangenten dreien Pimkten des andern KS. und den 
durch die betreffenden beiden Punkte gelegten Tangenten homo- 
log. Es ist folglich der eine KS. dem andern KS. homolog. 
Will man, weil der Punkt P ein uneigentlicher Kontingenzpunkt und 
also die durch ihn gelegten Tangenten imaginär sein können, sich an 
diesem Beweise nicht genügen lassen, so kann man sich auf folgende 
Weise vollständige Befriedigung verschaffen. 

Hat man^p mit jp', und A mit A' homolog gesetzt, so ist 
zunächst klar, dass auch P homolog mit P' ist. Denn, schnei- 
det der KolHneationsstrahl AA* die Polare p m J, die Polare 



140 Allgemeine Beziehungen zwischen zwei Kegelschnitten. 

p' in J\ 80 ist B dem Punkte A in Bezug auf P und J^ B' 
dem Punkte A' in Bezug auf P und J' harmonisch zugeordnet. 
Wir ziehen durch P einen zweiten die Kegelschnitte schnei- 
denden Strahl und bezeichnen die homologen Punkte, in welchen 

Fig. 47. 







dieser die Gerden p und p* schneidet, mit E und E\ Verbin- 
den wir nuuj^ mit J. undJ?, E' mit A' und B\ und schneiden 
die beiden ersten Verbindungslinien den KS. k^ in F und G, 
die beiden andern den KS. Ä'^ in F' und G^', so ist leicht dar- 
zuthun, dass in den betreffenden beiden koUinearen Systemen 
F homolog mit F' und 6r homolog mit ö' ist. 

P und E sind zwei Diagonalpunkte des voUständigen Vier- 
ecks ABFGf P und E' zwei Diagonalpunkte des Vierecks 
A'B*F'G*, Es seien i und 1/ die dritten Diagonalpunkte. Es 
kommt darauf an zu zeigen, dass L und ü' einander homolog sind. 
Denn dann ist LA homolog mit L' A' , folglich G als Durch- 
schnitt von LA und BG homolog dem Punkte G' als Durch- 
schnitt der jenen Geraden homologen Linien L' A* und B' G'. 

Nun liegt aber, erstens, L auf p und L* auf p\ 
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Zweitens ist L in Bezug aaf k^ der Pol von PEE', L' in 
Bezug auf k'^ der Pol derselben (Geraden. L und L' liegen also 
auf dem durch P gelegten, dem Strahle PEE' doppelt konju- 
gierten Strahle. L und L* liegen also auch auf einem Kolli- 
neationsstrahle ; die beiden Punkte sind mithin homolog. 

Es sind demnach beliebig viele Punkte des einen KS. ebenso 

vielen Punkten des andern homolog. Die Kegelschnitte sind 

also selber einander homolog. 

Anm. Als Kollineationsaxe tritt in der Figur die Chordale k auf. 

Hätten wir A nicht mit A' sondern mit B' homolog gesetzt, so würde 

die zweite der dem Pimkte P korrespondierenden Chordalen, l, die Bolle 

der Kollineationsaxe übernommen haben. 

Das eine mal bekommt man eine direkt, das andere mal eine ent- 
gegengesetzt perspektivische Kollineation. 

3. Aus (2) ergiebt sich, dass zwei Kegelschnitte, wenn sie drei 
Paare eigentliche Chordalen gleichartiger Lage (und also auch drei 
Paare eigentliche Kontingen zpmikte gleichartiger Lage) haben, auf 
zwölf; in jedem andern Falle aber auf vier verschiedene Arten ein- 
ander perspektivisch kollinear gesetzt werden können. 



67. Zwei Folarsysteme mit einer oder zwei imaginären 
Direktrizen. Haben zwei in derselben Ebene befindliche Folar- 
systeme beide, oder hat wenigstens eins von ihnen eine imaginäre 
Direktrix, so kann es keine eigentliche Chordale nnd keinen eigent- 
lichen Eontingenzpnnkt geben. Für diesen Fall vereinfacht sich 
also die Untersuchung und es ergiebt sich : 

Alle drei Kardinalpunkte nnd alle drei Kardinallinien sind reell, 
und von einem jener Punkte laufen zwei uneigentliche Chordalen 
auS| so wie auf einer der Eardinallinien zwei uneigentliche Eontin- 
genzpunkte liegen. Andere Chordalen und andere Kontingenzpunkte 
giebt es nicht. 

68. Erweiterung des Satzes von Besargues. 1. Die drei 
Pimktpaare, in denen eine beliebige Gerade zwei gegebene Kegel- 
schnitte und zwei zusammengehörende Chordalen derselben schneidet, 
bilden eine Involution. 

Die beiden Geraden, welche einen beliebigen Punkt mit zwei 
zusammengehörenden Eontingenzpunkten der beiden Eegelschnitte 
verbinden, befinden sich mit den aus dem nämlichen Punkte an diese 
Eegelschnitte gezogenen beiden Tangentenpaaren in Involution. 

Beweis. Es schneide eine beliebige Gerade den einen Kegel- 
schnitt in E und E', den andern in F und F\ die beiden Chor- 
dalen in G und G'. 



iii Allgemeine Beziekungen zwischen zwei Kegelschnitten. 

Ist nirn K der Kardinalpmikt, in welchem sich die beiden 
Chordalen schneiden, sind femer Ä und B die auf der einen, 
C und D die auf der andern Ohordale liegenden Durchschnitts - 
punkte der beiden Kegelschnitte, und wendet man auf das Drei- 
eck KOG* zweimal den Satz von Carnot an, so erhält man : 

GE . GE' G'C . G'D KA . KB _ 
G'E . G'E' ' KC . KD ' GA . GB'^^' 

GF . GF' G'C.G'D KA . KB 



G'F.G'F' KC.KJ) GA.GB 

Daraus folgt 

GE . GE' GF . GF' 



= 1. 



G'E . G'E' " G'F . G'F' 

"Wodurch die Involution erwiesen ist §. 13, 5. 

Anm. 1. So bewiesen, gilt der Satz auch dann, wenn die Gerade 
einen oder beide Kegelschnitte in zwei imaginären Punkten schneidet, 
und unabhängig davon, ob man es mit eigentlichen oder uneigentlichen 
Chordalen zu thun hat. 

Anm. 2. Betrachtet man die zwei Paare einander gegenüberliegen- 
den Seiten eines einfachen Vierecks als zwei degenerierte Kegelschnitte, 
so ist der frühere Satz von Desargues nur ein spezieller Fall des vor- 
liegenden Satzes; so wie umgekehrt dieser für den Fall, dass die beiden 
Kegelschnitte sich in vier reellen Punkten schneiden, nichts als die ein- 
fachste Folgerung aus jenem früheren Satze ist. 

2. Fölgenmg. Gehen drei Kegelschnitte durch die nämlichen 
zwei Pnnkte, so schneiden sich je zwei unter ihnen ausserdem noch 
in zwei andern Punkten. Die drei diese Punkte verbindenden Chor- 
dalen haben einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt. 

Berühren drei Kegelschnitte die nämlichen zwei Geraden, so 
haben je zwei unter ihnen ausserdem noch zwei andere gemein- 
schaftliche Tangenten. Die drei Schnittpunkte dieser Tangenten- 
paare liegen in gerader Linie. 

Es sei ^JB die gemeiuschaftliche Chordale der drei Kegel- 
schnitte k^y k^f k^ und c die zugehörige Chordale von k^ und 
Ä;,*, & diejenige von k} und Ä^, c" diejenige von k^ und ^i*. 

Ist nun E der Schnittpunkt von c und c', und schneidet 
eine durch diesen Punkt gelegte Gerade die AB in F, den KS. 
Ä2 in G^ und JI, Ä* in G' und -H', k* in G" und H" , endlich 
c" in E^'y so befinden sich in Involution: 

erstens die drei Punktpaare . FEy G'H'y G'' H'\ 

zweitens FE . GH . (?"Ä", 

drittens F-E", GR . G' H\ 

Baraus aber folgt, dass E" mit E identisch ist. 



I 
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69. Berührung zweier Kegelschnitte. Es können nicht 
bloss zwei der vier Dorchschnittspankte zweier Kegelschnitte, sondern 
anch drei derselben, und alle vier unendlich nahe an einander rücken 
(oder in einen Punkt zusammenfallen). Man unterscheidet die drei 
Fälle als die Berührung erster, zweiter und dritter Ordnung. 

Die Berührung zweiter Ordnung wird auch Oskulation und der 
Berührungspunkt in diesem Falle der Oskulationspunkt genannt. 

Bei jeder Berührung einer hohem Ordnung schmiegen sich die beiden 
Kurven weit inniger an einander an, als bei der Berührung der vorher- 
gehenden Ordnung. Es sei durch den Berührungspunkt Ä zweier Kegel- 
schnitte die gemeinschaftliche Tangente gelegt und auf dieser in einem 
dem Punkte A benachbarten Punkte B ein Lot errichtet, welches die 
beiden Kurven in den Punkten C und D schneiden möge. Betrachtet 
man nun die kleine Strecke AB als ein Unendlichkleines der ersten Ord- 
nuDg, so ist, wie es der analytischen Geometrie leicht wird zu zeigen, 
CD bei einer Berührung erster, zweiter, dritter Ordnung beziehungsweise 
ein ünendlichkleines zweiter, dritter, vierter Ordnung. 

A. Berührung erster Ordnung. 1. Wir bezeichnen den Be- 
rührungspunkt mit Af die durch denselben gelegte gemeinschaft- 
liche Tangente mit a. 

Da der Punkt A zwei (auf a unendlich nahe an einander lie- 
gende) Durchschnittspunkte der Kegelschnitte vertritt, so müssen 
sich diese ausserdem noch in zwei andern, reellen oder imaginären, 
Punkten A' und A^' schneiden; und da ebenso a zwei (in A an ein- 
ander stossende) gemeinschaftliche Tangenten vertritt, so haben die 
beiden Kurven ausserdem noch zwei andere, reelle oder imaginäre, 
gemeinschaftliche Tangenten a' und a". 

2. Der Punkt K, in welchem A' A'' die a schneidet, ist ein 
Eardinalpunkt, und die Gerade Tc, welche A mit dem Schnittpunkt 
von a' und a'' verbindet, ist eine Kardinallinie der beiden Kegel- 
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schnitte. Ansserdem hat man Ä als einen Punkt anzusehen, in 
welchem zwei Eardinalpunkte, und a als eine Linie, in welcher 
zwei Eardinallinien koincidieren. 

Es sind also drei reelle Kardinalponkte und drei reelle EardinaUinien 
vorhanden. 

Sind A* und Ä" imaginär, so ist Ä als ein Punkt anzusehen, in 
welchem zwei imaginäre Durchschnittspunkte der beiden Kurven koinci- 
dieren. Ebenso vertritt a zwei imaginäre gemeinschaftliche Tangenten, 
wenn a* und a'' imaginär sind. 

3. In allen Fällen repräsentieren 

a und Ä'A'' 

zwei im Eardinalpunkt K sich schneidende Chordalen gleichartiger 
Lage, so wie 

Ä und a^a'' 

zwei auf der Eardinallinie a sich hefindende Eontingenzpunkte 
gleichartiger Lage. Darans folgt, dass die beiden Eegelschnitte zu- 
nächst immer auf drei verschiedene Arten einander perspektivisch 
' kollinear gesetzt werden können, nämlich: 

a. für J. als Centrum und J.'-ä." als Axe, 

b. für a'a'^ als Centrnm und a als Axe, 

c. für a'a'' als Centrum und Ä^ Ä'' als Axe. 

Eine vierte möglich scheinende Art der perspektivisch-koUinearen Be- 
ziehung, bei welcher Ä als Eollineationscentrum und a als Axe aufträte, 
würde keinen Wert haben, da in diesem Falle A, als Punkt je eines 
Kegelschnitts angesehen, jedem Punkte des andern Kegelschnitts homo- 
log wäre. 

4. Für das Übrige haben wir zu unterscheiden, ob die beiden 
Eegelschnitte sich in A von innen oder von aussen berühren; d. h. 
ob die dem Punkte Ä zunächst liegenden Teile der beiden Eurven 
sich auf einer und derselben, oder auf entgegengesetzten Seiten der 
gemeinschaftlichen Tangente a befinden. 

Ö. Berühren sich die Eegelschnitte von aussen, so treten, wenn 
A^ und A'' reell sind, zwei neue Chordalen AA' und ÄA^'^ so wie 
wenn a' und a" reell sind, zwei neue eigentliche Eontingenzpunkte 
aa' und aa" auf. Aber die einen wie die andern liegen ungleich- 
artig zu den beiden Eegelschnitten. Die Zahl der möglichen per- 
spektivisch-koUinearen Beziehungen wird also nicht vvermehrt. 

6. Berühren sich die Eegelschnitte hingegen von innen, so 
sind A\ A^' mit a', a" zugleich reell oder imaginär, und im ersten 
Falle befinden sich sowohl die Chordalen ^ ^' xmdAA^' als auch die 
Eontingenzpunkte aa' und aa'^ in gleichartiger Lage zu deuEegel- 
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schnitten. Die letztem können also auf vier neue Arten einander 
perspektiyisch-koUinear gesetzt werden. 

B. Berührung eweiter Ordnung, 1. Fallen in A drei Durch- 
schnittspunkte der heiden Kegelschnitte zusammen, so schneiden 
sich die Kurven in dem Berührungspunkte und dieselben müssen 
ausser dem dreifachen Punkte A noch einen andern reellen Durch- 
schnittspunkt A* , so wie ausser a noch eine andere reelle gemein- 
schaftliche Tangente a' haben. 

Das Kardinaldreieck reduziert sich auf den einzigen (dreifachen) 
Eardinalpunkt A und die einzige (dreifache) Kardinallinie a. In 
A schneiden sich zwei eigentliche Chordalen gleichartiger Lage a 
undJ. J.'; aufa liegen zwei eigentliche Kontingenzpunkte J. und aa'. 

Die beiden Kegelschnitte können auf drei und nur auf drei ver- 
schiedene Arten einander perspektivisch kollinear gesetzt werden, 
nämlich 

für A als Centrum und AA' als Axe, 

„ aa „ „ n ^ » » 

« ^® n n n AA „ „ 

Die vierte Art der Beziehung mit A als Centram und a als Axe 
wurde auch in diesem Falle sich als eine sterile ausweisen. 

2. Ein Kegelschnitt, der einen gegebenen Kegelschnitt oskuliert, 
ist vollständig bestimmt, sobald ausser dem Oskulationspunkte, noch 
zwei Punkte desselben oder zwei seiner Tangenten gegeben sind. 

Ist A der Oskulationspnnkt, k!^ der gegebene Kegelschnitt, und soll 
der gesuchte Kegelschnitt Td^ durch die gegebenen Punkte B* und C 
gehen, so betrachten wir k^ und h*^ als perspektivisch-kollinear für A als 
Centrum. Verbinden wir nun A mit B' und C\ und schneiden die Ver- 
bindungslinien den gegebenen KS. k^ in J? und C, so sind B C und B' C* 
zwei homologe Linien. Verbindet man den Durchschnitt derselben mit^, 
so ist die Verbindungslinie die Kollineationsaxe. 

Oder: Schneidet die Gerade B' C" den KS. Ä;^ in 35 und e, die durch 
Ä an k^ gelegte Tangente in D und die Gerade, welche^ mit dem zwei- 
ten (unbekannten) Durchschnittspunkt der Kegelschnitte A' verbindet, in 
Ef so sind nach §. 68 

JB'O', 950: und DE 

drei in Involution befindliche Punktpaare. Man kann also den Punkt E, 
und damit den Punkt A' konstruieren und kennt dann vier Punkte des 
gesuchten KS. nebst der durch einen dieser Punkte gelegten Tangente. 

C. Berührung dritter Ordnung. 1. Wenn endlich alle vier 
Burcbschnittspunkte in einen Punkt A zusammenfallen, so repräsen- 
tiert A einen vierfachen Durchschnittspunkt und seine Tangente a 

Seeger, neuere Geometrie. 10 



146 Speziellere Beziehungen zweier Kegelschnitte. 

eine vierfache gemeinschaftliche Tangente. Andere Darchschnitts- 
punkte und andere gemeinschaftliche Tangenten gieht es nicht. 

Die heiden Kegelschnitte können nur auf eine Art: für A als 
Centrum und a als Axe einander perspektivisch-kollinear gesetzt 
werden. 

2. Ein Kegelschnitt, der mit einem gegebenen Kegelschnitt in 
einem gegebenen Punkte eine Berührung dritter Ordnung eingeht, 
ist vollständig bestimmt, sobald noch ein einziger anderer Punkt 
oder ein« Tangente desselben gegeben ist. 

Denn man kennt dann von den betreffenden beiden kollinearen Sy- 
stemen: das KoUineationscentrum, die Kollineationsaxe und ein Paar homo- 
loger Punkte oder Geraden. 



70. Doppelte Berührung zweier Kegelschnitte. 1. Zwei 
Kegelschnitte berühren einander in zwei reellen oder imaginären 
Punkten, wenn sie eine Gerade in denselben beiden, reellen oder 
imaginären Punkten L und M schneiden, und wenn diese Gerade in 
Bezug auf beide Kegelschnitte einem und demselben Punkte K als 
Polare zugeordnet ist. Der Punkt K heisst der Berührungspol der 
beiden Kegelschnitte, die Gerade LM die Berührungssehne. Vgl. 
§. 35, 2. 

Jeder der beiden Kegelschnitte liegt entweder ausserhalb des andern 
Kegelschnitts (Berührung von aussen), oder einer von ihnen liegt inner- 
halb des zweiten (Berührung von innen). 

2. In diesem Falle bilden je zwei doppelt konjugiei*te Punkte 
der Berührungssehne mit dem Berührungspol ein Kardinaldreieck. 

Sind die Berührunspunkte K und L reell, so reduzieren sich zwei 
dieser Dreiecke auf eine gerade Linie: KL und KM. 

3. Die Tangenten ^Ti und KM sind zwei Chordalen. Ausser- 
dem repräsentiert die Berührungssehne eine Doppelchordale. 

Die Berührungspunkte K und L sind zwei Kontingenzpunkte. 
Ausserdem repräsentiert der Berührungspol einen Doppelkontingenz- 
punkt. 

Sind die Berührungspunkte L und M imaginär, so können die Kegel- 
schnitte für K als Centrum und LM als Axe auf zwei verschiedene 
Arten einander perspektivisch kollinear gesetzt werden. 

Sind L und M reell und berühren sich die Kegelschi)itte von aussen, 
so können die letztern nur 



für L als Centrum und KM als Axe, oder 
perspektivisch-kollinear auf einander bezogen werden. 
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Bind L und M reell nnd berühren sich die KSs. von innen, so sind 
alle yier Arten der projektiviscli-kollinearen Beziehung möglich. 

4. Ist P ein beliebiger Punkt der Ebene, so schneiden sich die 
ihm in Bezug aof die beiden Kegelschnitte zugeordneten Polaren 
auf der Berührungssehne; nämlich in dem Pol der Geraden KP. 

Ist g eine beliebige Gerade, so liegen die ihr in Bezug auf die 
beiden Kegelschnitte zugeordneten Pole mit dem Berührungspol in 
gerader Linie; nämlich in der Polare des Durchschnittspunkts jener 
Geraden g und der Berührungssehne. 

5. Lehrsatz. Wir bezeichnen, wie gewöhnlich, die beiden ge- 
gebenen, sich doppelt berührenden Kegelschnitte mit k'^ und V^. 

Es seien: gi eine an den einen Kegelschnitt k^ gelegte Tan- 
gente, Gl ihr Berührungspunkt, Ai nnd B^ die Punkte, in denen 
die Tangente gi den zweiten Kegelschnitt Td'^ schneidet. Dreht sich 
nun die Tangente Qx nm ihren Kegelschnitt, so dass Gi auf h^ hin- 
gleitet, so verändern auch die Punkte Ai und Bi stetig ihren Ort. 
Ist auf solche Weise nach einer beliebigen Drehung die Tangente gi 
in die Lage g<i gelangt, und sind damit zugleich die Punkte 6ri, ^j, 
^i in die Punkte G^, A^^ -B2 übergegangen , so schneiden sich die 
drei Geraden 6ri G^t Ai B^ und A^ By allemal in einem und dem- 
selben Punkte der Berührungssehne LM. 

Es seien: Gi ein beliebiger Punkt des Kegelschnitts A:^, gi die 
durch denselben an den nämlichen Kegelschnitt gelegte Tangente, 
üi und hl die aus Gi an den zweiten Kegelschnitt gezogenen Tan- 
genten. Gleitet nun der Punkt G^i auf Ä* fort, so drehen sich die Tan- 
genten: gi um Ä^, «1 und l>i um ä/^. Wir nehmen an, es sei Gi in 
den Punkt G^ gerückt. Sind dann g^^ «2, 63 die diesem Punkte 
entsprechenden Tangenten, so liegen die drei Durchschnittspunkte 
9i 9^1 «1 ^2 und 02 ^1 allemal mit dem Berührungspol K in gerader 
Linie. 

Beweis. Fig. 48 (a. f. 8.). Es sei zum Beweise des ersten 
Satzes H der Durchschnittspunkt der Tangenten Qi und g^, und 
es schneide O^ G^ die Berührungssehne LM \m Punkte J. So 
ist H in Bezug auf Ic^ der Pol von Gi G^ , folglich J in Bezug 
auf beide Kegelschnitte der Pol von KH, 

Betrachten wir nun J als Oentrum und KH als Axe eines 
involutorischen Systems, so ist in solchem Systeme wohl Ic^ als 
h'^ sich selber zugeordnet. Ferner sind Gi und G^, und also 
auch H Gl und H G^ einander zugeordnet. Daraus aber folgt, dass 
Ai dem Punkte B^ und A^ dem Punkte Bi zugeordnet ist. 
Folglich etc. 

Bemerkung. Die Geraden A1A2 und B^B^ schneiden sich 
auf KH, 

10* 
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6. Folgerung 1. Dreht sich eine Tangente nm den einen der 
beiden Kegelschnitte, und schneidet sie den zweiten Kegelschnitt, 
successive in den Ponktpaaren Ai Bi, A2B2J Ä^B^ . , . so bilden 
die Punkte AiÄ^Ä^ . . und BiB^B^ . . anf dem^ zweiten Kegel- 

Pig. 48. 




schnitt zwei konforme Punktreihen zweiter Ordnung, deren Doppel- 
punkte mit den Berührungspunkten L nnd M der Kegelschnitte zu- 
sammenfallen. 

# 

Drehen sich zwei Tangenten um den einen Kegelschnitt so, 
dass sie sich immer auf dem zweiten Kegelschnitt schneiden, so be- 
schreiben sie zwei um den ersten Kegelschnitt vereinigte konforme 
Strahlenbüschel zweiter Ordnung, deren Doppelstrahlen mit den ge- 
meinschaftlichen Tangenten der gegebenen Kegelschnitte zusammen- 
fallen. 

Folgerung aus (5) und §. 51, 4. 

7* Umkehrung. Sind auf einem Kegelschnitte zwei konforme 
Punktreihen zweiter Ordnung vereinigt, und verbindet man je zwei 
homologe Punkte, so berühren die Verbindungslinien (Projektions- 
strahlen) alle einen Kegelschnitt, welcher den gegebenen Kegel- 
schnitt in den (reellen oder imaginären) Doppelpunkten der beiden 
konformen Punktreihen zweiter Ordnung berührt. 
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Sind um einen Kegelschnitt zwei konforme Strahlenhüschel zwei- 
ter Ordnung vereinigt, so liegen die Punkte, in denen die Strahlen 
des einen Büschels die ihnen homologen Strahlen des andern Büschels 
schneiden, auf einem Kegelschnitte, welcher den gegehenen Kegel- 
schnitt in den nämlichen heiden Punkten herührt, in welchem er 
von den Doppelstrahlen der heiden konformen Strahlenbüschel zwei- 
ter Ordnung berührt wird. 

8. Folgerung 2. Berühren sich zwei Kegelschnitte k^ und Ä'^in 
zwei Punkten L und itf, und ist K der Berührungspol, so lassen sich 
die beiden Kurven reciprok so auf einander beziehen, dass jeder 
Punkt eines der beiden Kegelschnitte auf der ihm homologen Tan- 
gente des andern liegt, dass also jeder Punkt des ersten Kegelschnitts 
ein sich selber reciprok verwandter Punkt, und jede Tangente des 
zweiten Kegelschnitts eine sich selber reciprok verwandte Gerade ist. 

Der Berührungspol K ist die Spitze, und die Berührungs- 
sehne LMi^i die Grundlinie des den betreffenden beiden reciproken 
Systemen zugehörigen Situationsdreiecks. 

Eb seien, wie in (5), (tj, G^, O^ , , beliebige Punkte des 
KS. h^, Qi, g^t gs • . die durch dieselben an den nämlichen KS. 
gelegten Tangenten, A^ A^y Ä^ , , die eine, B^, B^t -Bg . . die 
andere der von diesen Tangenten auf dem KS. k'^ gebildeten 
beiden konformen Funktreihen. So 8chnei(ien, wie wir gesehen 
haben, die Geraden 

Gl Ggy Gl G^3, (tj Ö4 . . 
die geraden 

beziehungsweise auf der Berührungssehne LM. Folglich ist 

SB. Gl -- GzGqG^ . ,7\ SB. Ai — B^B^B^ . . 
Folglich auch 

SB. 2. O. ^^2^8 5^4 • • 7\ PI^- 2. 0. 52^8^4 • • 
Folglich etc. 

9. Umkehrung. Sind zwei beliebige reciproke Systeme gege- 
ben, so liegen die sich selber reciprok verwandten Punkte auf einem 
Kegelschnitt; und die sich selber reciprok verwandten Geraden be- 
rühren einen zweiten Kegelschnitt. 

Beide Kegelschnitte berühren sich in zwei reellen oder imagi- 
nären Punkten ; und es fUUt ihr Berührungspol mit der Spitze , ihre 
Berührungssehne mit der Grundlinie des Situationsdreiecks der bei- 
den reciproken Systeme zusammen. 

71. Affinität zweier Kegelschnitte. 1. Affinitat kann nur 
zwischen zwei Kegelschnitten einer und derselben Art bestehen. 
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Denn da in affinen Systemen die unendlich entfernten 
Geraden einander homolog sind, so müssen zwei affine Kegel- 
schnitte gleich viele unendlich entfernte Punkte haben. 

2. Sind zwei Kegelschnitte affin auf einander hezogen, so ist 
der Mittelpunkt des einen dem Mittelpunkte des andern, und also 
jedem Durchmesser des einen Kegelschnitts ein Durchmesser in dem 
andern homolog. Und sind zwei Durchmesser einander homolog, 
so sind auch die ihnen konjugierten Durchmesser homolog. 

3. Zwei Kegelschnitte derselben Art können immer auf unend- 
lich viele verschiedene Weisen einander afßn gesetzt werden. 

Um zwei Ellipsen oder zwei Hyperbeln affin auf einander zu 
beziehen, kann man irgend einen Durphmesser der einen Kurve, 
irgend einem Durchmesser der andern homolog setzen und dabei 
eine beliebige der in dem einen Durchmesser enthaltenen beiden 
Bichtungen einer beliebigen Richtung des andern entsprechen lassen* 

Für den Fall zweier Hyperbeln dürfen jedoch selbstverständ- 
lich nur entweder zwei reelle oder zwei imaginäre Durchmesser, ein- 
ander homolog gesetzt werden. 

Um zwei Parabeln affin auf einander zu beziehen , kann man 
irgend einen Durehmesser und irgend einen Punkt der einen Para- 
bel einem beliebigen Durchmesser und einem beliebigen Punkte der 
andern homolog setJen. 

4. Die perspektivische Kollineation zweier Kegelschnitte geht in 
perspektivische Affinität über, wenn der als Kollineationscentrnm 
figurierende vKontingenzpunkt in unendliche Entfernung hinaus- 
rückt. 

Zwei Ellipsen und zwei Hyperbeln sind perspektivisch affin, 
wenn sie zwei parallele gemeinschaftliche Tangenten haben; zwei 
Parabeln, wenn ihre Axen gleich gerichtet sind und wenn sie eine 
graphisch darstellbare gemeinschaftliche Tangente haben. 

Zwei Ellipsen (oder Hyperhein) sind also auch immer perspektivisch 
affin, wenn sie einen gemeinsanxen Mittelpunkt hahen, vorausgesetzt, das» 
nicht die eine Kurve sich ganz und gar innerhalb der andern befindet. 

Änm. Bei zwei Ellipsen kann es vorkommen, dass die kleine Axe 
der einen grösser ist als die grosse Axe der andern. Von diesem Falle 
abgesehen, lassen sich zwei gegebene gleichartige Kegelschnitte immer 
auf unendlich viele Arten in solche Lage bringen, dass sie perspektivisch 
affin auf einander bezogen werden können. ^ 



72. Ähnlichkeit und Potenzialität tsweier Kegelschnitte. 
Die nachstehenden Sätze ergeben sich mit Leichtigkeit ans den 
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bereits in den „Elementen der Geometrie '^ besprochenen Eigen- 
schaften ähnlicher Systeme. 

1. Zwei Kegelschnitte sind ähnlich, wenn sie dieselbe nume- 
rische Excentricität haben. 

2. Daraus folgt zunächst im allgemeinen, dass Ähnlichkeit, 
wie Affinität, nur bei zwei Kegelschnitten derselben Art vorkommen 
kann; und sodann spezieller: 

a. dass zwei Ellipsen einander ähnlich sind, wenn dieselben in 
dem Verhältnisse der beiden Axen übereinstimmen; 

b. dass zwei Hyperbeln ähnlich sind, wenn ihre Asymptoten- 
winkel gleich gross sind; 

c. dass zwei Parabeln immer als zwei einander ähnliche Fi- 
guren angesehen werden können. 

3. Zwei ähnliche Ellipsen oder zwei ähnliche Hyperbeln liegen 
perspektivisch, wenn ihre Hauptaxen parallel laufen und können 
dann auf zwiefache Art perspektivisch ähnlich auf einander bezogen 
werden. Das eine Mal befinden sie sich in direkt, das andere Mal 
in entgegengesetzt perspektivischer Lage. Äusserer und innerer 
Ähnlichkei tsp u nkt . 

Zwei Parabeln sind ebenfalls perspektivisch ähnlich, sobald 
ihre Axen parallel sind, können aber immer nur auf eine Weise in 
die angegebene Beziehung zu einander gesetzt werden. Je nach- 
dem ihre Axen gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind, befinden 

sie sich in direkt oder in entgegengesetzt perspektivischer Lage. 

Anm. Perspektiviscli ähnliche Figuren werden auch homothetisch 
genannt. 

4. Betrachtet man die Ähnlichkeit als einen speziellen Fall 
der Kollineation , so erscheint bei zwei perspektivisch ähnlichen 
Kegelschnitten die unendlich entfernte Gerade als die Kollineation s- 
axe nnd zugleich als eine Chordale der beiden Kegelschnitte; der 
Ähnlichkeitspunkt aber als das Kollineationscentrnm und zugleich 
als ein Kontingenzpunkt der beiden Kegelschnitte. 

Zusatz. Zwei perspektivisch ähnliche Kegelschnitte können 
sich im endlichen Räume in nicht mehr als zwei Punkten schneiden. 

Anm. Liegen zwei perspektivisch ähnliche Kegelschnitte konzentrisch, 
so fallen die beiden Ähnlichkeitspunkte mit dem gemeinsamen Mittel- 
punkte der Kurven zusammen. Die beiden Kegelschnitte berühren sich 
in zwei reellen oder ima>ginären Punkten der unendlich entfernten Ge- 
raden. Die letztere tritt als Berührungssehne und der gemeinsame Mittel- 
punkt als der Berührungspol auf. 

5. Wie bei zwei beliebigen Kegelschnitten je zwei zusammen- 
gehörenden Kontingenzpunkten zwei zusammengehörende Ghordalen 
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korrespondieren, so haben auch zwei perspektiyisch ähnliche Kegel- 
schnitte, ansser der unendlich entfernten, noch eine zweite, graphisch 
darstellbare Chordale, welche die beiden endlich entfernten reellen 
oder die beiden imaginären Durchschnittspunkte verbindet, und es 
versteht sich , dass die beiden Kegelschnitte auch für diese Chordale 
alfi Kollineationsaxe und einen beliebigen der beiden Ähnlichkeits- 
punkte als Kollineationscentrum einander perspektivisch kollinear 
gesetzt werden können. 

Schneidet ein Ähnlichkeitsstrahl den einen Kegelschnitt in Ä 
undjB, den andern in Ä' und^', und ist bei der perspektivisch ähn- 
lichen Beziehung der Punkt Ä mit A' und B mit B' homolog, so 
sind fiir den nämlichen Ähnlichkeitspunkt als Centrum aber für die 
zweite Chordale als Axe die Punkte Ä und B beziehungsweise den 
Punkten B^ und Ä' homolog. 

6. Zwei Kreifie können immer als zwei perspektivisch ähn- 
liche Kegelschnitte angesehen werden. Dieselben haben also auch 
eine unendlich, und eine endlich entfernte Chordale, und diese 

letztere ist die nämliche Linie, die wir schon in den „Elementen der 
Geometrie '^ als die Potenzlinie der beiden Kreise kennen gelernt 
haben und die uns dort zur Auflösung einer in der Geschichte der 
Mathematik berühmt gewordenen Aufgabe behülflich gewesen ist 

"Wir haben im 5. Buche der erwähnten „Elemente" auf die Betrach- 
tung des Polarsy Sterns mit kreisförmiger Direktrix die Lehre von der Po- 
tenzialität zweier Kreise folgen lassen, und beide Theorien sind dort, anf 
wenigen Seiten, so weit entwickelt worden, als zur Konstruktion eines 
drei gegebene Kreise berührenden vierten Kreises erforderlich war. Die 
von der neueren Geometrie gefundene und einen ihrer Triumphe aus- 
machende Lösung dieser Aufgabe ist sodann an dem gedachten Orte ia 
aller Ausführlichkeit dargestellt worden. 
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Achtes Kapitel. 

Einleitung in die Theorie des Kegelschnitt- 
büschels nnd der Kegelschnittschar. 



73. Der Kegelschnittbüschel und die Kegelsohnitt- 
schar. 1. Unter einem Kegelschnitthüschel verstehen wir die Ge- 
samtheit aller durch dieselben vier (reellen oder imaginären) 
Funkte gelegten Kegelschnitte, oder eine beliebige, bestimmte oder 
unbestimmte Anzahl dieser Kegelschnitte. Die yier Punkte heissen 
die Grundpunkte des Kegelschoittbüschels. 

Unter einer Kegelschnittschar Terstehen wir die Gesamtheit 
aller Kegelschnitte, welche dieselben yier (reellen oder imaginären) 
geraden Linien berühren, oder eine beliebige Anzahl dieser Kegel- 
schnitte. Die vier Geraden heissen die Grundlinien der Kegel- 
schnittschar. 

Man kann hiernach auch sagen , ein Kegelschnittbüschel sei die Ge- 
samtheit der einem gegebenen Viereck umgeschriebenen, und eine Kegel- 
schnittscbar die Gesamtheit der einem gegebenen Yierseit eingeschriebe- 
nen Kegelschnitte. Grundviereck^ Grundvierseit. 

2. Jeder Kegelschnitt eines Büschels ist vollkommen bestimmt, 
sobald (ausser den vier Grundpunkten noch) ein einziger seiner 
Punkte gegeben ist; und ebenso ist ein Kegelschnitt einer Schar 
unzweideutig bestimmt, wenn (ausser den vier Grundlinien) eine 
einzige seiner Tangenten gegeben ist. 

3. Als degenerierte Kurven gehören zu den Kegelschnitten 
eines Büschels auch die drei Paare Gegenseiten des Grundvierecks, 
die sich auf ein einziges Paar reduzieren , wenn zwei oder alle vier 
Grundpunkte imaginär sind. Ebenso figuriert bei der Kegelschnitt« 
schar jedes Paar gegenüberliegender Ecken des Grundvierseits als 
einer der betreffenden Kegelschnitte, und die Schar enthält drei 
solche degenerierte Kegelschnitte, oder nur einen, je nachdem die 
Grundlinien alle reell sind oder nicht. 
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Änm. 1. Ein System von Kegelschnitten, welche sich alle unter ein- 
ander in den nämlichen beiden (reellen oder imaginären) Punkten beruh* 
ren, kann nach Belieben als ein Kegelschnittbtischel oder als eine Kegel- 
schnittschar aufgefasst werden. 

Anm, 2. Ein System bikonfokaler Kegelschnitte bildet eine Kegel- 
schnittschar mit zwei Paaren imaginärer Grundlinien. Die Brennpunkte 
sind die beiden (reellen) Ecken des Grundvierecks. 



74. Ausdehnung früherer Sätze auf den Kegelschnitt- 
büschel und die Kegelschnitt schar. 1. Wie zu zwei Kegelschnit- 
ten, so gehört auch zu jedöln Kegelschnittbüschel und zu jeder 
Kegelschnittschar ein bestimmtes Kardinaldreieck. Jede Ecke des 
letztern und die ihr gegenüberliegende Seite sind einander in Be- 
zug auf jeden Kegelschnitt des Büschels oder der Schar als Pol und 
Polare zugeordnet. Kardinalpnnkte, Kardinallinien. 

Ein Kardinalpunkt und die ihr zugeordnete Kardinallinie sind 
immer reell. Die beiden andern Kardin alpunkte sind, mit den zu- 
gehörigen Kardinallinien, bald reell, bald imaginär. 

2. Auch was früher über die Anzahl und die Natur derChordalen 
und der Kontingenzpjiinkte zweier Kegelschnitte festgestellt worden 
ist, kann ohne weiteres, was die Chordalen betrifft, auf den Kegel- 
schnittbüschel, und was die Kontingenzpunkte betrifft, auf die Kegel- 
schnittschar übertragen werden. 

Jede Gerade, welche zwei reelle oder zwei zusammengehörende 
imaginäre Grundpunkte verbindet, ist eine Chordale des Kegel- 
schnittbüschels, und jeder Punkt^ in dem sich zwei reelle, oder zwei 
zusammengehörende imaginäre Grundlinien einer Kegelschnittschar 
schneiden, bildet einen Kontingenzpunkt der Schar. 

3. Die Punktpaare, in denen eine beliebige Gerade die Kegel- 
schnitte eines Büschels schneidet, bilden eine involutorische Punkt- 
reihe. Die Doppelpunkte dieser Reihe sind in Bezug auf jeden 
Kegelschnitt des Büschels, oder, wie man es kürzer bezeichnet, in 
Bezug auf den Büschel einander konjugiert. 

Die aus einem beliebigen Punkte an die einzelnen Kegelschnitte 
einer Schar gezogenen Tangentenpaare bilden einen inyolutorischen 
Strahlenbüschel. Die Doppelstrahlen dieses Strahlenbüschels sind in 
Bezug auf jeden einzelnen Kegelschnitt, oder in Bezug auf die Schaf 
einander konjugiert. 

Vgl. §. 68, 1. 

4. Auf jeder Geraden, welche nicht mit einer Seite des Grond- 
vierecks eines Kegelschnittbüschels zusammenfallt, giebt es im all- 
gemeinen zwei und nur zwei, reelle oder imaginäre Punkte, welche 
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in Bezug anf alle Kegelschnitte des Bflschels einander konjugiert 
sind. 

Durch jeden Punkt, welcher nicht mit einer Ecke des Grund vier- 
seits einer Eegelschnittschar zusammenfällt, lassen sich im allgemei- 
nen zwei und nur zwei, reelle oder imaginäre Gerade legen, welche 
in Bezug auf alle Kegelschnitte der Schar einander konjugiert sind. 
Unmittelbare Folgerung aus (4). Vgl. §. 62, 3. 

5. Jedem Punkte, welcher kein Kardinalpunkt ist, ist ein 
und nur ein Punkt der Ebene in Bezug auf alle Kegelschnitte eines 
Büschels konjugiert. 

Jeder Geraden, welche keine Kardinallinie ist, ist eine und nur 
eine Gerade in Bezug auf alle Kegelschnitte einer Schar konjugiert. 

Ist A ein beliebiger Punkt, A' derjenige Punkt, welcher ihm 
in Bezug auf zwei beliebige Kurven des Büschels konjugiert ist, 
so sind A und -4.' die Doppelpunkte der involutorischen PR., in 
welcher A A! die Kegelschnitte des Büschels schneidet. — Vgl. 
§. 62, 2. 

6. Ist m eine beliebige Gerade, und sind A\^ A^^ ^3 . . be- 
liebige Punkte dieser Geraden, Al^t ^it ^% • • die ihnen in Bezug 
auf einen Kegelschnittbüschel konjugierten Punkte, so liegen diese 
letzteren alle auf einem und demselben Kegelschnitt m^. Dieser 
Kegelschnitt geht 

a. durch die drei Kardinalpunkte des Kegelschnittbüschels; 

b. durch sämtliche der Geraden m in Bezug auf die ver- 
schiedenen Kegelschnitte des Büschels zugeordneten Pole; 

c. durch die beiden Punkte der Geraden w, welche in Bezug 
auf alle Kegelschnitte des Büschels einander konjugiert sind (woraus 
zugleich folgt, dass die Punkte, in welchen die Gerade m jeden 
Kegelschnitt des Büschels schneidet, in Bezug auf den Kegels8hnitt 
»»2 einander konjugiert sind); 

d. durch denjenigen Punkt einer jeden Seite des Grund vierecks, 
welcher ihrem Schnitte mit der Geraden m in Bezug auf die beiden 
durch sie verbundenen Grundpunkte harmonisch zugeordnet ist. 

Geht die Gerade m durch einen Kardinalpunkt iT, so degeneriert 
der Kegelschnitt m^ in ein System von zwei geraden Linien : die 
eine dieser Linien ist die dem betreffenden Punkt zugeordnete Kar- 
dinallinie; die andere geht durch den Kardinalpunkt K und ist der 
Geraden m in Bezug auf die beiden in K sich schneidenden reellen 
oder imaginären Seiten des Grundvierecks harmonisch zugeordnet. 
Reciproke Umbildung des Satzes. 

Der Kegelschnitt m^ ist durch die vier Grundpunkte und 
die Gerade m allein schon vollständig bestimmt. Vgl. §. 62, 4. 
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7. Legt man durch zwei Grandpunkte eines Kegelschnitt- 
büschels einen beliebigen Kegelschnitt, so schneidet derselbe jeden 
Kegelschnitt des Büschels noch in zwei andern, reellen oder ima- 
ginären Punkten. Denkt man sich diese letztern beiden Punkte 
eines jeden Kegelschnitts verbunden, so haben die Yerbindungslinien 
alle einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt, der mit den beiden 
andern Grundpunkten in gerader Linie liegt. 

Konstruiert man einen Kegelschnitt, der zwei Grundlinien einer 
Kegelschnittschar berührt, so hat derselbe mit jedem Kegelschnitte 
der Schar noch zwei andere reelle oder imaginäre Tangenten gemein. 
Die Durchsohnittspunkte dieser Tangenten paare liegen alle in einer 
Geraden, welche zugleich durch den Schnittpunkt der beiden andern 
Grundlinien geht. 

Unmittelbare Folgerong aus §. 68, 2. 



75. Nahe liegende Folgerungen aus den Sätzen des 
vorigen Paragraphen. 1. Ist P ein beliebiger (nicht mit einem 
Kardinalpunkt zusammenfallender) Punkt, so bilden die demselben 
in Bezug auf die verschiedenen Kegelschnitte des Büschels zugeord- 
neten Polaren einen Strahlenbüschel, dessen Scheitel der jenem 
Punkte P in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels konjugierte 
Punkt ist. 

Ist ausser P noch ein zweiter Punkt Q gegeben, so bilden die 
Polaren des einen und diejenigen des andern Punktes zwei konforme 
Strahlenbüschel, die sich in perspektivischer oder in schiefer Lage 
befinden, je nachdem die Verbindungslipie P Q durch einen Kardinal- 
punkt göht oder nicht. — Reciproke Umbildung. 

Sind Pi, jP2, 1?3 . . die Polaren des Punktes P; q_i, gfa, £3 . . 
diejenigen des Puiites Q, so sind die Schnittpunkte l^jäfi, i?2 9'2» 
i>s $8 • • die Pole der Geraden P Q. Diese Pole liegen aber nach 
§. 74 , 6, b , wenn P Q durch keinen Kardinalpunkt geht, auf 
einem Kegelschnitte, der zugleich durch die P3inkte P und Q 
geht. Folglich etc. 

2. Sind A undJB zwei Grundpunkte eines Kegelschnittbüschels, 
und legt man durch jeden dieser Punkte an jeden Kegelschnitt des 
Büschels eine Tangente, so bilden diese Tangenten zwei perspek- 
tivisch konforme Strahlenbüschel, in welchen je zwei durch A und 
B an denselben Kegelschnitt gelegte Tangenten einander homolog 
sind. — Beciproke Umbildung. 
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Folgt unmittelbar aus (1). Die Tangenten sind die Polaren 
der Punkte A und jB, und die Verbindungslinie AB geht als 
Ohordale durch einen Kardinalpunkt. 

3. Legt man durch jeden von zwei Grnndpnnkten A und B 

eines Kegelschnitjtbüschels eine gerade Linie* und schneidet die eine 

Gerade die Kegelschnitte zum zweiten Male in denr Punkten ^i, A^^ 

^3 • • , die andere in den Punkten ^i , J?3 , J?3 . . , so schneiden 

sich die Verbindungslinien Ai B^^ A^ B^^ A^B^ , , alle in einem und 

demselben Punkte der die beiden andern Grundpunkte verbindenden 

Chordale. Die Punkte ^i ^2 ^3 • • nnd BiB^B^ , . bilden also zwei 

perspektivisch konforme Pnnktreihen. — Beciproke Umbildung. 

Nur ein spezieller Fall von 74, 7. Das System der beiden 
durch A und B gelegten Geraden kann als ein degenerierter 
Kegelschnitt aufgefasst werden. 
Anm, Es ist leicht , die Punkte zu bestimmen , welche den Punkten 
A und B homolog sind. Ist a die^ durch A, b die durch B gelegte Ge- 
rade, so musB es unter den Kegelschnitten des Büschels zwei geben, von 
denen der eine a in A^ der andere h inB berührt. Die Punkte, in denen 
h den ersten und a den zweiten Kegelschnitt schneidet, sind die betreffen- 
den Punkte. 

4. Legt man durch einen Grundpunkt eines Kegelschnitt- 
büschels zwei beliebige Gerade, so bilden die Punkte, in denen diese 
Geraden die Kegelschnitte zum zweiten Male schneiden, zwei (in 
schiefer Lage befindliche) konforme Punktreihen. — Beciproke Um- 
bildung. 

Legt man durch einen Grundpunkt A zwei Gerade a und h, 
durch einen andern Grundpunkt eine Gerade c, so sind die beiden 
Punktreihen auf a und h derjenigen auf c konform. Folglich etc. 

Dass die Punktreihen (a) und (6) schief liegen, folgt einÜEich 
daraus, dass der Schnittpunkt ah nicht einem und demselben 
Punkt der Beihe (c) homolog sein kann. Die beiden KSs., 
welche a und h in. A berühren, schneiden c in zwei verschiede- 
nen Punkten. 

5 a. Die Mittelpunkte der verschiedenen Kegelschnitte eines 
Büschels liegen alle auf einem Kegelschnitte, der durch die drei 
Kardinalpunkte und den Ualbierungspunkt einer jeden Seite des 
Grandvierecks (oder durch das Gentrum von je zwei zusammen- 
gehörenden imaginären^ Grundponkten) hindurchgeht. 

Folgt unmittelbar aus §.74, 6, b. Als die dort mit dem 

Buchstaben m bezeichnete Gerade ist hier die unendlich entfernte 

Gerade genommen, deren Pole die Mittelpunkte der im Büschel 

enthaltenen Kegelschnitte sind. 

Ist das f^rundviereck ein Parallelogranun, so haben alle Kegelschnitte 

des Büschels den Durchschnittspunkt der Diagonalen zum gemeinsamen 

Mittelpunkt. 
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Die unendlicli entfernte G-erade tritt als Eardinallinie auf, und 
der Schnittpunkt der Diagonalen als zugeordneter Kardinalpunkt. 
Sind zwei einander gegenüberliegende Seiten des Grundvierecks paral- 
lel, so degeneriert die Mittelpunktskurve in eine jenen Seiten parallele und 
deren endlich entfernte Symmetrale bildende gerade Linie. 

Die unendlich entfernte Gerade geht in diesem Falle durch 
einen Kardinalpunkt des Kegelschnittbüschels. 
Liegen zwei Grundpunkte in unendlicher Entfernung, so degeneriert 
die Mittelpunktskurve ebenfalls in eine gerade Linie. Dieselbe ist diesmal 
der Verbindungslinie der beiden andern Grundpunkte parallel. 

Sind A und B die beiden endlich entfernten Ecken des 
Grundvierecks, a und b die nach den beiden andern, unendlich 
entferaten Ecken gezogenen Geraden, und ist C der Durch- 
schnittspunkt von a und &, D der Punkt, in welchem sich die 
durch A und B mit b und a parallel gezogenen Geraden schnei- 
den, so sind C und D zwei Kardinalpunkte. Der dritte ist der 
unendlich entfernte Punkt der Geraden AB. 

5b. Ist a eine beliebige Gerade der Ebene, und zieht man in 
jedem Kegelschnitte einer Schar den mit a konjugierten Durchmesser, 
so berühren diese Durchmesser alle einen Kegelschnitt, der auch die 
Kardinallinien berührt. 

Spezieller Fall der reciproken Umbildung von §. 74, 6 b. 
Die Durchmesser sind die Polaren eines und desselben unend- 
endlich entfernten Punktes. 

6. Ist a eine beliebige Gerade der Ebene, und zieht man in 
jedem Kegelschnitt eines Büschels den mit a konjugierten Durch- 
messer, so haben alle diese Durchmesser einen gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunkt. 

Spezialisierung des ersten Absatzes von §. 75, 1. Als Punkt 
P erscheint hier der unendlich entfernte Punkt der Geraden a. 

Die Mittelpunkte" aller Kegelschnitte einer Schar liegen in ge- 
rader Linie. 

Spezieller FaU der reciproken Umbildung des eben ange- 
führten Satzes. 

76. Der Kege}schnittbüscliel mit vier reellen Grund- 
punkten. 1. Es seien -4, J5, 0, D die vier Grundpunkte. Jeden 
Kegelschnitt Jc\ des Büschels betrachten wir als das Erzeugnis 
zweier konformer Strahlenbüschel (An) und (Bn), welche zwei der 
Grundpunkte, A und B zu Scheiteln haben. 

Es seien a und ß die Winkel, welche die Strahlen A C und B G 
mit dem Strahle AB bilden. 

Ist nun U ein beliebiger Punkt der Ebene, so denken wir uns 
die Strahlen AH und BH um A und B um die nämlichen Winkel 
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nnd in demselben Sinne gedreht, um welche und in welchem die 
Strahlen A nnd JB gedreht werden müssen , um in die Lage der 
Geraden A B übergeführt zu werden. Es sei ^ der Punkt, in welchem 
sich die beiden Geraden nach ihrer Drehung schneiden. Die beiden 
Punkte ^und ^ nennen wir zwei einander entsprechende Punkte. 
Denken wir uns in derselben Weise zu jedem Punkte der Ebene 
den ihm entsprechenden Punkt konstruiert, so erhalten wir zwei 
Punktsysteme, die in einer eigentümlichen Beziehung zu einander 
stehen, nnd die wir als das System des Eegelschnittbüschels und 
als das System des Strahlenbüschels von einander unterscheiden 
wollen. (Der letztere Name wird sich sogleich rechtfertigen.) 

2. Jeder durch A oder B gelegten Geraden im Kegelschnitt- 
büschelsystem entspricht eine durch den nämlichen Punkt gehende 
Gerade im Strahlenbüschelsysteme ; dem Punkte entspricht jeder 
Punkt der Geraden AB, und jedem Punkte dieser Geraden AB ent- 
spricht ein Punkt S, der dem Punkte G in Bezug auf AB symme- 
trisch zugeordnet ist. Jedem Punkt der Geraden AC entspricht 
der Punkt JB, und jedem Punkt der Geraden B der Punkt A, Dem 
Punkte A entspricht jeder Punkt der Geraden B S, und dem Punkte 
B jeder Punkt der Geraden A S. 

Abgesehen von diesen besonderen Elementen entspricht jedem 
Punkt des Kegelschnittsystems ein bestimmter Punkt des Strahlen- 
büschelsystems. Den dem Grundpunkte D entsprechenden Punkt 
bezeichnen wir mit S). 

3. Je zweien konformen Strahlenbüscheln (uin) und (J5n), welche 
einen Kegelschnitt des Büschels erzeugen, entsprechen zwei perspek- 
tivisch konforme Strahlenbüschel (-ä.n) und (JB«) im Strahlenbüschel- 
systeme, in denen der Strahl AB sich selber, und ausserdem der 
Strahles) immer dem Strahle £D homolog ist. Daraus folgt, dass 
jedem Kegelschnitt des Büschels eine bestimmte durch 3) gehende 
gerade Linie, dass also dem Kegelschnittbüschel ein Strahlenbüschel 
entspricht. 

Ebenso entsprechen den drei degenerierten Kegelschnitten des 
Büschels drei gerade Linien und zwar 

dem Systeme A G und BD : die Gerade jB3), 
„ BG „ AD: „ „ A^, 
„ DG „ AB: , „ eSD. 

4. Jeder durch keinen der drei Grundpunkte A, B und G ge- 
henden Geraden entspricht ein durch die drei Punkte A, B und @ 
gehender Kegelschnitt. 
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Der unendlich entfernten Geraden des Eegelschnittbüschelsystems 
entspricht in dem andern System der durch die drei genannten 
Punkte gehende Kreis. 

Denken wir uns aus Ä und B Strahlen nach den ver- 
schiedenen unendlich entfernten Paukten der Ebene gezogen, so 
bilden dieselben zwei gleichlaufende kongruente Strahlenbuschel, 
in welchen je zwei homologe Strahlen einander parallel sind. 
Werden nun alle Strahlen des Büschels (Ä) um den Winkel a, 
alle Strahlen des Büschels (B) um ß gedreht, so hat man es auch 
noch nach der Drehung mit zwei gleichlaufenden kongraenten 
Strahlenbüscheln zu thun. Ihre Projektionspunkte liegen also auf 
einem durch die Scheitel Ä und B gehenden Kreise. 

Der Punkt @ entspricht dem unendlich entfernten Punkt der 
Geraden AB. 

5. Mit Hülfe des Kreises AB®, den man den Drehungskreis 
genannt hat, ist es nun nicht schwer, über die Natur der einzelnen 
im Büschel enthaltenen Kegelschnitte ins Klare zu kommen. Je 
nachdem ein Kegelschnitt des Büschels eine Ellipse, Parabel oder 
Hyperbel ist, muss die ihm entsprechende Gerade ganz ausserhalb 
des Drehungskreises liegen, oder letztern berühren, oder ihn in zwei 
Punkten schneiden; und umgekehrt. Daraus folgt: 

Erstens, liegt der Punkt S) ausserhalb des Drehungskreises, so 
enthält der Büschel unendlich viele Hyperbeln, unendlich viele Ellip- 
sen und zwei Parabeln, welche jene beiden Kegelschnittgruppen von 
einander trennen. 

Zweitens, liegt S) innerhalb des Drehungskreises, so enthält 
der Büschel nur Hyperbeln. 

Drittens, liegt ^ auf dem Drehungskreise, so fallen die beiden 
Parabeln in eine einzige zusammen, und der Büschel enthält ausser 
dieser Doppelparabel nur noch Hyperbeln. 

6. Untersucht man, wie die Lage des Punktes 2) in Bezug auf 
den Drehungskreis durch die Lage des Punktes D in Bezag auf die 
übrigen Grundpunkte bedingt ist, so gelangt man zu folgendem Er- 
gebnisse : 

Der erste Fall in (5) tritt ein, wenn jeder der vier Grundpunkte 
ausserhalb des von den drei andern gebildeten Dreiecks liegt; der 
zweite Fall, wenn einer der vier Grundpunkte innerhalb des von 
den andern gebildeten Dreiecks liegt; der dritte Fall, wenn einer der 
vier Grundpunkte in unendlicher Entfernung sich befindet. , 

Das Dreieck ABC, Fig. 49, teilt die Ebene in sieben 
Flächenräume: 1. den Flächenraum des Dreiecks selber, den 
wir mit Ä bezeichnen, 2. drei volle Halbstrahlenwinkelräume, die 
wir mit Äj Äg \ bezeichnen , 3. drei abgestumpfte (nämlich mn 
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das Dreieck ABC geminderte) Halbstrahlenwinkelräame, die wir 
mit e bezeichnen. 

Ist nun P irgend ein Punkt im System des Kegelschnitt- 
büschels, $ der ihm entsprechende Punkt im System des Strah- 
lenbüschels, so fallt es nicht schwer zu zeigen, dass $ allemal 

Fig. 49. 




ausserhalb des Drehungskreises liegt, wenn P sich in einem der 
mit e bezeichneten Flächenräume befindet. 

Liegt P dagegen in einem der vier übrigen Flächenräume, 
so liegt $ innerhsdb des Kreises, und zwar entspricht dem Drei- 
eck ABC das Dreieck AB(&; den Flächenräumen ^i^a^s ent- 
sprechen beziehungsweise die drei Segmente h\h\W^ über den 
Seiten dieses Dreiecks. 

6. Schneidet eine durch 2) gelegte Gerade den Drehungskreis 
in den Punkten SK und 9t, so ist der Winkel, unter welchem sich 
im Eegelschnitthüschelsystem die Asymptoten der jener Geraden ent- 
sprechenden Hyperhel schneiden, gleich dem Winkel 907 J. 92 (oder 
dem ihm gleichen Winkel 9DIJ5 91). Geht die Gerade durch den 
Mittelpunkt des Drehungskreises, so ist Z. ^A^l ein Rechter; der 
entsprechende Kegelschnitt also eine gleichseitige Hyperhel. Daraus 
folgt: 

Ein Eegelschnitthüschel enthält im allgemeinen eine und nur 
eine gleichseitige Hyperbel. Wenn aber SD selber der Mittelpunkt 
des Drehungskreises ist, so enthält der Kegelschnittbüschel nur gleich- 
seitige Hyperbeln. 

Dieser Fall tritt ein, wenn der Punkt D der Durchschnittspunkt 
der drei Höhen des Dreiecks ABC, oder, was dasselbe ist, wenn 
jeder der vier Grundpunkte der Höhenschnittpunkt des von den drei 
andern gebildeten Dreiecks ist. 

Es sei, Fig. 50a und b, der Hittelpunkt des Kreises 

AB^y AM die durch A gelegte Tangente. Wir zeigen, dass 

wenn AD senkrecht aufJBC steht, allemal^ OAD = ^BÄC 

= a ist. 

Es ist 

Z, OAD = Z. AMB 

— Z. ABC ± MAC. 

Seeger, neuere Geometrie. XI 
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Nun ist 

Z. AGB =: Z. A^B = Z. MAB, 

AI80 

Z OAD = Z MAB j- Z MAC 

= ZBAC=:Za. 

Fig. 50. 





7. Folgerung 1. Jede einem Dreieck umgeschriebene gleich- 
seitige Hyperbel geht durch den Durchschnittspunkt der drei Höhen 
des Dreiecks. 

Umkehrung des vorhergelienden Satzes. 

8. Folgerung 2. Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hy- 
perbeln, welche einem Dreieck umgeschrieben werden können, liegen 
auf einem Kreise, welcher durch die Fusspunkte der drei Höhen, 
durch die Halbierungspunkte der drei Seiten des Dreiecks und durch 
die Halbierungspunkte der obern Abschnitte der drei Höhen geht. 

Jene gleichseitigen Hyperbeln bilden einen Kegelschnitt- 
büschel, dessen Grundpunkte die drei Ecken des Dreiecks und 
der Schnittpunkt der drei Höhen ist. Die Punktpaare, in denen 
diese Hyperbeln die unendlich entfernte Gerade schneiden, bilden 
eine involutorische Punktreihe, in welcher je zwei zugeordnete 
Punkte in Bezug auf den Mittelpunktskegelschnitt einander kon- 
jugiert sind. Denkt man sich nun den Mittelpunkt der Mittel- 
punktskurve mit je zwei zugeordneten Punkten verbunden, so 
erhält man zwei konjugierte Durchmesser der Mittelpunktskurve. 
Diese aber stehen senkrecht auf einander. Folglich ist die Kurve 
ein Kreis. Das übrige ergiebt sich aus §. 75, 5 a und aus dem 
Satze in den „Elementen der Geometrie'*, §. 222, 4. 



77. Der Kegelschnittbüschel mit einem oder zwei 
Paaren imaginärer Grundpunkte« 1. Es seien a und b die 
beiden, immer reellen Chordalen des Eegelschnittbüschels, so ist 
jede von ihnen der Träger einer involutorischen Punktreihe, deren 
zugeordnete Punkte in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels 
einander konjugiert sind. Eine dieser Punktreihen, es sei (a), ist 
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nach der Voraassetzang jedenfalls elliptisch; die andere, (b), kann 
nach Belieben elliptisch oder hyperbolisch sein. 

Wir denken uns nach §.15 eine dritte involatorische Punkt- 
reihe (c) konstruiert, welche mit (a) und (h) ein involutorisches Drei- 
seit bildet, und bezeichnen wieder die zugeordneten Punkte von (a) 
durch A und % , von (b) durch S und 93 , von (c) durch und S, 
mit angehängten Indices. 

2. Sind nun Cp und (S^ irgend zwei zugeordnete Punkte der 
Reihe (c), so ist früher gezeigt worden, dass, wenn man dieselben 
mit zwei beliebigen zugeordneten Punkten Äq und ^q der Reihe (a) 
verbindet, sowohl die Verbindungslinien CpÄq und ^p^q als auch 
Cp %q und (Ep Äq die Gerade "b ebenfalls in zwei zugeordneten Punk- 
ten der in ihr enthaltenen involutorischen Punktreihe schneiden. 

Denken wir uns also den Punkt Cp mit allen Punkten 
AiA^A^ • • . der Reihe (a) und Sp mit den ihnen zugeordneten 
Punkten 3li $(2 % • • • verbunden, so wird der durch die beiden kon- 
formen Strahlenbüschel {Cp) und (Sp) erzeugte Kegelschnitt jede 
der beiden Geraden a und t in den Doppelpunkten ihrer involuto- 
rischen Punktreihr schneiden ; d. h. er wird einer der Kegelschnitte 
des vorgelegten Kegelschnittbüschels sein. 

3. Wählt man statt Cp und @p andere und andere Paare zu- 
geordneter Punkte der Reihe (c), so erhält man andere und andere 
Kegelschnitte des Büschels, und es lässt sich sehr leicht nachweisen, 
dass in dem letztem kein Kegelschnitt enthalten sein kann, der 
nicht als auf diese Weise entstanden gedacht werden könnte. 

In der That, soll der betreffende Kegelschnitt durch einen beliebig 
gewählten Pmikt M gehen , so hat man nur in (c) ein Paar zugeordneter 
Punkte Gx und @« aufzusuchen, deren Verbindungslinien mit M die Gerade 
a in zwei zugeordneten Punkten ihrer Reihe schneiden. Verbindet man 
aber M mit je zwei zugeordneten Punkten der Reihe (c), so schneiden 
die Verbindungslinien die Gerade a in einer involutorischen Punktreihe, 
die, da (c) nach §.15 elliptisch ist, auch ihrerseits elliptisch sein muss 
uud also nach §.14 mit der voraussetzungsweise elliptischen Reihe (a) ein 
Paar zugeordneter Punkte gemein hat. 

4. Wir suchen jetzt den Charakter der involutorischen Punkt- 
reihe zu bestimmen, in welcher die unendlich entfernte Gerade {^ 
Von den Kegelschnitten des Büschels geschnitten wird. 

Zu diesen letztem gehört, als degenerierter Kegelschnitt, auch 
das System der beiden Geraden a und h. Folglich sind die unend- 
lich entfernten Punkte dieser beiden Geraden ein erstes Paar zu- 
geordneter Punkte der Reibe (IJ). 

11* 
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Sind ferner Am, Bm, Cm die Gegenpunkte der drei involutorischen 
Punktreihen (a), (5), (c), und bezeichnen wir die dieselben verbin- 
dende Gerade mit ni, so werden die beiden konformen Strahlen- 
büschel, welche den Punkt Cm und den unendlich entfernten Pnnkt 
der Geraden c zu Scheiteln haben, einen Kegelschnitt des Büschels 
erzeugen, welcher die Gerade l^ in den unendlich fernen Punkten 
der Geraden o und m schneidet. Um nun zu erfahren, ob die 
Reihe (?„) elliptisch oder hyperbolisch ist, braucht man nur zu 
untersuchen, ob die durch den Durchschnittspunkt der beiden Chor- 
dalen a und h mit m und c parallel gezogenen Geraden, durch jene 
Chordalen von einander getrennt werden oder nicht. 

5. Es seien, Fig. 51, E^ F und G die den Seiten a, h, c des 
involutorischen Dreiseits gegenüberliegenden Ecken. Wir bezeicL- 



Pig. 51. 




nen die durch 6r, d. i. den Schnittpunkt von 
a und h, mit C und m parallel gezogenen 
Geraden durch c' und m'. Da die Punkt- 
reihe (a) elliptisch ist, so muss Am zwischen 
F und G liegen. Ziehen wir durch Am eine 
Parallele mit b, und schneidet diese die c 
im Punkte H, so werden a und h durch d 
und mf von einander getrennt oder nicht, je 
nachdem m die Gerade c in einem zwischen 
F und H, oder in einem ausserhalb dieser 
Punkte gelegenen Punkte schneidet. 
Ist nun die Punktreihe (h) ebenfalls elliptisch, so liegt Bm 
zwischen G und JE, also Cm ausserhalb der Punkte E und F, Es 
werden folglich a und h durch c' und mf nicht getrennt. Die un- 
endlich entfernte involutorische Punktreihe (Z^) ist also elliptisch. 

Ist aber die Punktreihe (h) hyperbolisch, so haben wir zu unter- 
scheiden, ob der Punkt Bm (der diesmal ausserhalb der Ecken E 
und G befindlich ist) auf der Verlängerung der Seite GE über E 
oder über G hinausliegt, oder, was damit zusammenhängt, ob die 
beiden Doppelpunkte der Reihe (h) auf einer und derselben oder auf 
entgegengesetzten Seiten der Geraden a liegen. 

Im ersten Falle ists wie zuvor. Die Geraden a und h werden 
durch c' und m! nicht getrennt. Die Reihe (l^) ist hyperbolisch. 

Im zweiten Falle werden a und h dagegen durch c' und w' von 
einander getrennt. Die Reihe (l^) ist elliptisch. 

6. Da nach §. 11, 4, Anm. 2 eine elliptische Reihe keine ima- 
ginäre zugeordnete Punkte hat, zu einer hyperbolischen Reihe aber 
unendlich viele Paare solcher Punkte gehören, da ferner die unend- 
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lieh entfernte Gerade l^ von jeder Ellipse des Kegelschnittbüschels 
in zwei imaginären von jeder Hyperbel in zwei reellen zugeordneten 
Punkten und von jeder Parabel in einem Doppelpunkte der in dieser 
Linie enthaltenen involutorischen Punktreihe geschnitten wird, so 
ist das Endergebnis unserer Untersuchung dieses: 

Sind alle vier Grundpunkte des EegelschnittbüBchels imaginär, 
so enthält der Büschel zwei Parabeln und ausserdem unendlich viele 
Ellipsen, so wie unendlich viele Hyperbeln. 

Das nämliche findet auch bei zwei reellen und zwei imaginä- 
ren Grundpunkten statt, wenn die beiden ersteren auf einer und 
derselben Seite der die imaginären Punkte enthaltenden uneigent- 
lieben Chordäle des Büschels liegen. 

Geht aber die uneigentliche Chordale zwischen den beiden 
reellen Grundpunkten hindurch, so enthält der Büschel nur Hy- 
perbeln. 

Anm, Das vorliegende Kapitel wiU nur einen Einblick in ein weites 
Gebiet geometrischer Forschungen eröffnen, das die Schale nicht entfernt 
zu durchmessen yermag. Eine ausführlichere Darstellung hätte nicht bloss 
die hier begonnenen Untersuchungen weiter zu verfolgen und in einem 
besondem Abschnitte die Eigenschaften der bikonfokalen Kegelschnitte, 
als eines speziellen Falles der Kegelschnittschar, zu behandeln, sondern 
auch der mancherlei andern Kegelschnittsysteme zu gedenken, welche von 
verschiedenen Mathematikern einem eingehenderen Studium unterzogen 
worden sind. Der Kegelschnittbüschel und die Kegelschnittschar finden 
sich nach allen Seiten hin aufs gründlichste untersucht in dem Werke 
von Schröter „Die Theorie der Kegelschnitte" (s. die liter. Notiz am Ende 
des Buches). Nicht so lohnend scheint die Betrachtung der mit dem 
Namen der gemischten Kegelschnittschar belegten Kegelschnittsysteme 
zu sein, d. h. derjenigen drei Systeme, deren KuiTen entweder drei 
Punkte und eine Tangente, oder zwei Punkte und zwei Tangenten, oder 
einen Punkt und drei Tangenten mit einander gemein haben. Dagegen 
gewährt es wieder das grösste Interesse, sich mit den allgemeinen Eigen- 
schaften eines Systems solcher Kegelschnitte bekannt zu machen, welche 
einen jeden von zwei gegebenen Kegelschnitten doppelt berühren. (S. die 
Aufgabensammlung, letzte Aufg.) Chasles beabsichtigte die Theorie dieses 
Kegelschnittsystems in einem zweiten Teile seines^ Traiti des sections 
coniques von einem umfassenderen Gresichtspunkte aus zu entwickeln. 
Br sagt in dem erschienenen 1. Teile: „Les coniques qui ont un 
double contact avec deux coniques c,c' donneraient Heu ä un tres-grand 
nombre de proprietes que nous ne demontrerons point ici, parce qü'elles 
decouleront comme consequences , d'une theorie generale des systemes de 
coniqttes assujetties ä quatre conditions quelconques, qui se trouvera 
dans la seconde Partie de cet Ouvrage," 
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Neuntes Kapitel. 

Von den Normalen und den Erümmnngs 
kreisen des Eegelsclinitts. 



78. Das Normalen - Problem. 1. Aus einem Punkte eine 
Normale an einen Eegelscbnitt ziehen, oder ein Lot auf den 
Eegelsclinitt fällen , heisst durch jenen Punkt eine den Kegelschnitt 
derartig schneidende Gerade legen, dass dieselbe in einem der beiden 
Schnittpunkte auf der durch diesen Punkt gelegten Tangente senk- 
recht steht. Der betre£fende DurchSohnittspunkt des Kegelschnitts 
und der Normale heisst der Fusspunkt der letztern. 

Während sich durch einen Punkt der Kurve selber nur eine Normale 
legen lässt, lassen 'sich aus einem beliebigen andern Punkte der Ebene, 
wie wir sogleich sehen werden, entweder zwei oder vier reeUe Normalen 
an den Kegelschnitt ziehen. Die Aufgabe, diese Normalen zu konstrnieren, 
kann mit Hülfe des Zirkels und des Lineals allein nicht gelöst werden. 
Wohl aber ist dieselbe lösbar, wenn der gegebene Kegelschnitt vollständig 
gezeichnet vorliegt, und wenn ausserdem noch die Konstruktion eines Hülfs- 
kegelschnitts gestattet ist. Zwei Lösungen dieser Art sind in den beiden 
nachstehenden Theoremen von Chasles enthalten. 

2. Erster Lehtsate. Wenn man aus einem beliebigen Punkte P 
der Ebene auf jeden Durchmesser eines Kegelschnitts ein Lot fallt, 
so ist der geometrische Ort desjenigen Punktes, in welchem dieses 
Lot den konjugierten Durchmesser schneidet, eine durch den festen 
Punkt P und den Mittelpunkt des gegebenen Kegelschnitts gehende 
gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten den Axen des gegebenen 
Kegelschnitts parallel laufen und deren durch P gelegte Tangente 
auf der diesem Punkte in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt 
zugeordneten Polare senkrecht steht. 

Diese Hyperbel geht zugleich durch den Fusspunkt einer jeden 
aus P an den gegebenen Kegelschnitt gezogenen Normale. 

Beweis. Es sei der Mittelpunkt des gegebenen KS. — Sind 
Or^a^a^ . . . beliebige Durchmesser desselben, bib^bg . . ibre 
konjugierten Durchmesser, so ist zunächst 
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SB. «1 Og ag . . . A 3B. &i ^2 ^3 • • • (1) 

Bezeichnen wir nun den Strahlenbüschel, welchen die aus P auf 
Ol a2 a3 . . . gefällten Lote bilden, durch P X ^i ^2 03 . . ., so ist 

SB. P JL ciia^as . . 7\ BB. 010203 •• • (2) 

Aus (1) und (2) folgt 

SB. P JL Ol «2 *8 • • • Ä^ S^' ^1 &2 ^3 • • • 

Die Projektionspunkte dieser beiden Strahlenbüschel bilden aber 
einen Kegelschnitt, welcher durch die Scheitel der beiden Bü- 
schel, d. h. durch die Punkte P und geht. 

Da die beiden Strahlen des ersten Büschels, welche den 
beiden Azen des KS. parallel sind, auch mit den ihnen homo- 
logen Strahlen parallel laufen, also den Ortskegelschnitt in zwei 
unendlich entfernten Punkten schneiden, so ist dieser Kegel- 
schnitt eine Hyperbel, deren Asymptoten jenen Strahlen und 
also auch den Azen des gegebenen Kegelschnitts parallel sind. 
Die Kurve ist mithin eine gleichseitige Hyperbel. 

Die durch P an die Hyperbel gelegte Tangente ist derjenige 
Strahl des Büschels (P), welcher dem Strahle OP im Büschel (0) 
homolog ist. Bezeichnen wir diesen letztern mit &p, den ihm 
im gegebenen KS. konjugierten Durchmesser mit Op , so muss 
jene Tangente auf Oj, senkrecht stehen. Es ist aber Op parallel 
mit der dem Punkte P In Bezug auf den gegebenen KS. zuge- 
ordneten Polare. 

Ist endlich M der Fusspunkt einer aus P an den Kegel- 
schnitt gezogenen Normale, so steht PM auf dem Durchmesser 
senkrecht, welcher dem Durchmesser M konjugiert ist. Folg- 
lich etc. 
Änm, Der Satz gilt auch, wenn der gegebene Kegelschnitt eine Pa> 
rabel ist, nur hat man in diesem Falle an die Stelle der Durchmesser 
Ol O2 O3 . . und hj &2 ^3 * • beliebige Tangenten und die ihnen konjugierten 
Durchmesser zu setzen. 

3. Zusatz 1. Aus einem gegebenen Punkte lassen sieb an 
einen Kegelschnitt im allgemeinen vier Normalen ziehen. Zwei 
derselben sind immer reell; die beiden andern sind bald reell, bald 
imaginär. 

Es ist zu zeigen, dass der gegebene KS. und die gleichseitige 
Hyperbel sich mindestens in einem Paare reeller Punkte schnei- 
den. Es folgt dies aber sofort: 

für eine Ellipse daraus, dass die gleichseitige Hyperbel durch 
den Mittelpunkt, der Ellipse geht, also in letztere eindringt; 

für eine beliebige Hyperbel daraus, dass die unendlich ent- 
fernten Punkte der gleichseitigen H3rperbel mit den unendlich 
entfernten Punkten derAxen des gegebenen KS. zusammenfallen, 
der eine also ausserhalb, der andere innerhalb der gegebenen 
Hyperbel liegt. 
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Ist der gegebene Kegelschnitt eine Parabel, so ist der unendlich ent- 
fernte Funkt derselben als ein reeller Durchschnittspunkt der Parabel und 
der Hyperbel anzusehen ; d. h. der durch den Punkt P gelegte Durchmesser 
der Parabel stellt eine der in P sich schneidenden Normalen dieser Kurve 
dar. Von den drei andern ist eine notwendigerweise reell. 

4. Zuscde 2. Beschreibt man um den Punkt P als Mittel- 
punkt einen beliebigen Kreis, so ist der Halbierungspunkt einer' 
jeden dem Kreise und dem gegebenen Kegelschnitte gemeinsamen 
Sehne ein Paukt der betreffenden gleichseitigen Hyperbel. 

Sind E und F zwei Durchschnittspunkte des Kreises und 
des gegebenen KS., und ist M der Halbierungspunkt der Sehne 
EFy so steht PM senkrecht auf EF, also auch senkrecht auf 
dem dieser Sehne parallelen Durchmesser. Nun ist abeF M ein 
Punkt des konjugierten Durchmessers. Folglich etc. 

5. Zusatz 3. Liegt der Punkt P auf einer Axe des gegebenen 
Kegelschnitts, so degeneriert die gleichseitige Hyperbel in ein 
System von zwei geraden Linien, von denen die eine mit jener Axe 
zusammenfallt und die andere auf ihr senkrecht steht, also der 
zweiten Axe parallel läuft. 

Die Entfernung dieser zweiten Geraden vom Mittelpunkt des 
gegebenen Kegelschnitts richtet sich nach der Entfernung des Punk- 
tes P vom Mittelpunkt. Bezeichnet man letztere mit d, erstere mit 
d\ die Hauptaxe des Eegelschnitts mit 2 a, die Nebenaxe mit 2& 
oder 2h y — 1, endlich die lineare Excentricität mit 2e, so ist, wenn 
P auf der Hauptaxe liegt, ^ 

d' = 7I d (1) 

Liegt P auf der Nebenaxe, so ist 

für die Ellipse c2' — — ^ ^ (2) 

für die Hyperbel d' = -j d , . , (3) 

Beweis für die Ellipse und einen auf der Hauptaxe befind- 
lichen Punkt P. 

Es seien, Fig. 52, Ä^ und OB^ zwei beliebige konju- 
gierte Halbmesser, und BP senkrecht auf OÄ', BS senkrecht 
auf OÄ gezogen. Also OP = d, 08 r=z d'. So ist 

tg A*OA = cotg SPB = 5^ 
tg B'OÄ = — tg SOB = - ^- 
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Aus diesen beiden Gleichungen und aus §. 44, 13 folgt: 

63 



oder: 



PS 
W — d 



a 



3 



b^ 



d* ~" aa 




Folglich etc. 

Ist der gegebene Kegelschnitt eine Parabel, und P ein Pankt 

ihrer Axe, und versteht man in diesem Falle unter d und d! die 

pjg 52, Entfernungen des Punktes P und 

der betreffenden Geraden vom Schei- 
tel der Parabel, so ist 

d' = d — p, 

wo p die im Brennpunkt der Para- 
bel auf der Axe errichtete Ordinate 
bedeutet. " 

6. Ist M ein Punkt eines Ke- 
gelschnitts und schneidet die durch 
3f gelegte Normale die Hauptaxe in P, die Nebenaxe in Q, so ist 

MP _,h^ 

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem der gegebene 
Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist. 

Beweis für die Ellipse, Fig. 53. Sind S und B die Projek- 
tionen des Punktes M auf die Haupt- und Nebenaxe, so ist 
Fig. 53. Tr . MSP OO Tr . QBM, Es 

• verhält sich also 

B_ 

MP : MQ = PS : BM 

= OS — OP : 08 




Nun ist nach (5) 



0P= ~ . OS 



a 



2 



Folglich etc. 

Ist ferner ON der dem Halbmesser OM konjugierte Halb- 
messer, so ist auch 



MP . MQ = 02^. 
Denn, ist, Fig. 54, ST ^e durch M gelegte Tangente, so ist 
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Tr . MPT CO TtMSQ. 

Also 

MP: MT= M8 : Mg 
MP .MQ=M8 .MT 

oder nach §. 45, 3 

MP . MQ = OIP. 

7. Zweiter LehrscUz. Es sei a eine beliebige Gerade, h die ihr 
in Bezng auf den Kegelschnitt konjugierte Normale (d. i. das anf 
dieselbe aus ihrem Pol gefällte Lot). Dreht sich nun a um einen 

Yig^ 54, ihrer Punkte P, so hüllt h eine 

g Parabel ein, welche folgende 

^ \^ Linien berührt : 

a. die dem Punkte P in 
Bezug auf den gegebenen Ke- 
gelschnitt zugeordnete Polare; 

b. die beiden Axen die- 
ses Kegelschnitts; 

c. jede Tangente des 
Kegelschnitts , welche durch 
den Fusspunkt einer ans P 

an denselben gelegten Normale geht. 

Dass der geometrische Ort der Geraden b eine Parabel sei, 
ergiebt sich aus §. 59, 4. 

Jede der angegebenen Geraden aber ist, wie unmittelbar er- 
hellt, die konjugierte Normale einer durch P gehenden Geraden. 

8. Die Parabel dieses zweiten Lehrsatzes und die gleichseitige 
Hyperbel des ersten Lehrsatzes bilden zwei in Bezug auf den ge- 
gebenen Kegelschnitt einander polarisch zugeordnete Kurven. 

Es genügt zu zeigen, dass die Polaren von fünf Punkten 
der Hyperbel eben so viele Tangenten der Parabel sind. 

Nun aber sind P, der Mittelpunkt des gegebenen KS., die 
unendlich entfernten Punkte der beiden Axen und die Fuss- 
punkte der aus P gezogenen Normalen, Punkte der Hyperbel; 
die diesen Punkten zugeordneten Polaren aber Tangenten der 
Parabel. Polglich etc. 




79. Eonstruktion des Erümmungskreises. 1. Unter dem 
einen Punkte M eines Kegelschnitts zugehörigen KrümmtmgS' oder 
OsJculationsJcreise versteht man denjenigen Kreis, welcher den 
Kegelschnitt in diesem Punkte oskuliert (mit ihm eine Berührung 
2. 0. eingeht). Der Mittelpunkt und der Radius des Kreises heissen 
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der Krümtnungamittelpunkt und der Krümmungsradius. Der reci« 
proke Wert des letztem ist ein Maass für die im Punkte M statt- 
findende Krümmung des Kegelschnitts. 

Der KrümmnngBinittelpimkt kann anch definiert werden bJb] derjenige 
Punkt , in welchem die durch M gelegte Normale von der unmittelbar 
darauf folgenden (oder von der durch einen unendlich nahen Punkt des 
KS. gelegten) Kormale geschnitten wird. 

2. Die Krümmungsradien der Scheitel eines Kegelschnitts 
können leicht aus (5) oder (6) des vorigen Paragraphen abgeleitet 
werden. Die Aufgabe, den Krümmungskreis oder Krümmungshalb- 
messer für einen beliebigen andern Punkt des Kegelschnitts zu kon- 
struieren , ist auf mancherlei Weise gelöst worden. Sechs der an- 
sprechendsten Methoden sollen unter den folgenden Nummern dieses 
Paragraphen mitgeteilt werden. 

Es sei far die Ellipse der Krümmungshalbmesser eines Endpunkts der 
grossen Axe gleich r, der kleinen Axe gleich q. 

In §. 78, 5 wird P der Mittelpunkt des einem Endpunkt der grossen 
Axe zugehörigen Krümmungskreises, wenn man in Gl. (1) d' = a setzt. 
Es ist dann 

d = ^ 
a 

r ^= a — d = — (l) 

Ebenso findet man aus GL (2) für d' =z b 

^:=b-d=^ (2) 

In §. 78, 6 ist MP = r für MQ = a, und MQ = ^ für MP=b, 
woraus sich die nämlichen Werte ergeben. 

Der Ausdruck (1) stellt auch für die Hyperbel den Krümmungshalb- 
messer eines Endpunkts der Hauptaxe dar. 

Für die Parabel ist der Krümmungshalbmesser des Scheitels gleich der 
doppelten Brennweite. 

3. Erste Methode für die Konstruktion des Krümmungskreises. 
Pancelet. Da der Krümmungskreis im Oskulationspunkt M drei koin- 
cidierende Punkte mit dem Kegelschnitte gemein hat, so muss er 
den letztem noch einmal in einem reellen Punkte X schneiden. Ist 
dieser gefunden, so ist der Punkt, in welchem die durch M gelegte 
Normale von der Symmetrale der beiden Punkte M und X geschnit- 
ten wird, der Mittelpunkt des Krümmungskreises. 

Konstruiert man aber einen beliebigen Kreis, welcher den Kegel- 
schnitt in M berührt, und ihn ausserdem noch in zwei reellen Punk- 
ten A und B schneidet, so Haben dieser Kreis, der gegebene Kegel- 
schnitt und der gesuchte Krümmungskreis in der durch M an den 
Kegelschnitt gelegten Tangente eine Chordale mit einander gemein. 
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Die drei zagehörigen zweiten Chordalen^£,JlfX und die unendlich 
entfernte Gerade müssen also nach §. 68, 2 einen gemeinschaftlichen 
Dnrchschnittspunkt hahen. Es ist folglich MX parallel mit AB, 
Folglich etc. 

4. Zweite Methode, Paultis. Wir suchen wieder den Punkt X 
zu bestimmen. 

Nach §. 69, B, 1 können wir den gegebenen Eegelsehnitt und 
seinen Krümmungskreis als zwei perspektivisch kollineare Figuren 
ansehen , für den Oskulationspunkt M als EoUineationscentrum und 
die Gerade MX als Eollineationsaxe. 

Wir legen durch M zwei beliebige Paare senkrecht auf einander 
stehender Kollineationsstrahlen. Wird dann der Kegelschnitt von 
den Strahlen des ersten Paares in A und B von denen des zweiten 
Paares in C und D geschnitten , so sind den Sehnen A B und CB 
im Kegelschnitt zwei Durchmesser im Kreise homolog. Schneiden 
sich also AB und CD in E, so ist dem Punkte E der Mittelpunkt 
des Kreises homolog. Folglich ist die Polare von E die Gegenaxe 
im System des Kegelschnitts. Diese ist aber der Kollineationsaxe MX 
parallel. Folglich etc. 

5. Dritte Methode. Chasles. Der Punkt X kann endlich noch 
höchst einfach auf eine dritte Weise konstruiert werden. 

Wir denken uns durch den Punkt M einen Kreis gelegt, der 
den gegebenen Kegelschnitt noch in drei andern reellen Punkten 
schneidet. Bezeichnen wir die Durchschnittspunkte mit A, B und N, 
so laufen die Symmetralen der beiden Geraden MN und A B alle- 
mal den beiden Axen des gegebenen Kegelschnitts parallel. 

Nämlich: Sehen wir 3f^ und -4 5 als einen degenerierten Kegelschnitt 
an, so bilden dieselben mit dem gegebenen Kegelschnitt und dem Kreise 
drei dem Viereck MNAB umgeschriebene Kegelschnitte. Die unendlich 
entfernte Gerade wird also (wie jede andere Gerade) von MN und AB^ 
von dem Kegelschnitt und von dem Kreise in drei in Involution befind- 
lichen Punktpaaren geschnitten. Es seien J^ und J*gy die beiden (immer 
reellen) Doppelpunkte dieser involutorischen Punktreihe und es sei P der 
Schnittpunkt von MN und AB, der Mittelpunkt des gegebenen Kegel- 
schnitts, 0' der Mittelpunkt des Kreises. So folgt zunächst, dass MN 
und AB durch PJ und PJ' harmonisch getrennt werden. Es ist ferner 
PJ II OJ II 0'/, 80 wie PJ' II OJ' II 0' J'. Nun aber stehen O'J 
und O'J't als konjugierte Durchmesser eines Kreises senkrecht auf einander. 
Folglich etc. 

Lässt man die beiden Punkte A und B unendlich nahe an M 
rücken, so geht AB in die durch Jtf an den Kegelschnitt gelegte 
Tangente über, und der Punkt N rückt an die Stelle, an welcher der 
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Fig. 55. 



durch M gelegte Krümmungskreis den gegebenen Kegelschnitt zum 
zweiten Male schneidet.' 

Daraus folgt denn: Zieht man durch den Punkt M zwei den 
Axen des gegebenen Kegelschnitts parallele gerade Linien, und kon- 
struiert man die in Bezug auf diese beiden Linien der Tangente des 
Punktes M symmetrisch zugeordnete Gerade, so schneidet diese letz- 
tere den gegebenen Kegelschnitt in dem gesuchten Punkte X 

6. Vierte Methode, Chasles. Wir legen durch den Oskula- 
tionspunkt M eine beliebige Sekante , welche den Krümmungskreis 

im Punkte X schneiden 
möge, und suchen mittels 
des Camot'schen Satzes die 
Länge der Sehne MX. zu. 
bestimmen. 

Es seien, Fig. 55, M* 
und M'' zwei auf entgegen- 
gesetzten Seiten von Jf, in 
dessen Nachbarschaft lie- 
gende, Punkte des gegebe- 
nen Kegelschnitts und es 
werde die Sekante MX von der Geraden M' M" im Punkte j^, von 
dem durch MM* M'^ gehenden Kreise im Punkte X' geschnitten, 

so ist 

NM' . NM'^ . 




NX' = 



NM 



Es' kommt darauf an, den Wert von NX' zu bestimmen, wenn 
M' und M" unendlich nahe an M heranrücken, und die drei Strecken 
der rechten Seite also sämmtlich unendlich klein werden. 

Es sei P ein beliebiger Punkt der Sekante M'M". Wir ziehen 
durch P eine beliebige dritte Sekante, welche MX in Qy den Kegel- 
schnitt in R und 8 schneiden möge. Wenden wir nun auf das Dreieck 
NJPQ den Gamot'schen Satz an, so erhalten wir 

NM' . NM" PB . PS QM . QL _ 



NM . NL FM' . FM" ' QB . QS 



(2) 



Aus (1) und (2) folgt : 



FM' ■ PM" QB.Q8 
^^ = PB.PS QM.QL-^^- 



(3) 



Fallen M' und M" mit M zusammen, so geht NX' in MX über, 
NL in MJj, PM' und PM" in PM, und wir erhalten 
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PB.P8 QM .QL ^^ 

wo P einen beliebigen Punkt der durch M gelegten Tangente be- 
deutet. 

Die Aufgabe wäre damit gelöst. Da aber die Punkte P und L 
auf der Tangente und dem Kegelschnitt ganz willkürlich angenom- 
men werden dürfen, und da es auch gleichgültig ist, wie die Sekante 
PQ durch P gelegt wird, so denken wir noch darauf, solche Be- 
stimmungen eintreten zu lassen, dass der Ausdruck auf der rechten 
Seite der letzten Gleichung die möglich einfachste Gestalt annimmt. 

Lassen wir zunächst P in uneudliche Entfernung rücken, so 
dass P Q eine beliebige mit der Tangente parallel gezogene Sekante 
bedeutet, so erhalten wir 

«^=1^«^ <'' 

Ziehen wir sodann QR sowohl wie ML durch den Mittelpunkt 
des Kegelschnitts und bezeichnen wir den durch M gelegten Durch- 
messer des Kegelschnitts mit 2 a\ den konjugierten Durchmesser mit 
25', so wird 

QB= Q8 = l)\ QM= QL = a\ ML — 2a! 

und wir erhalten 

5 '2 

MX = 2 -r (6) 

a 

2h^atjsf 1. Auch die Länge des Krümmungsradius r lässt sich 
leicht aus dieser Gleichung ableiten. 

Ist, Fig. 66, MT der durch itf gelegte Durchmesser des Krüm- 
mungskreises, so ist 

MX 

MT= . ,;t^ (7) 

sin MTX ^ ^ 

Nun stehen TX und MT auf den betreffenden beiden konjugierten 
Durchmessern senkrecht. Es ist also Winkel MTX gleich dem 
Winkel, unter dem der durch Jlf gelegte Durchmesser des Kegel- 
schnitts den ihm konjugierten Durchmesser schneidet. Bezeichnen 
wir diesen Winkel mit g?, so erhalten wir aus (6) und (7) 

r=-7-^ (8) 

a stnq> 

Zmatjg 2. Nach §. 47, 9 ist 

a'b' sin<p = ah 
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Es ist abo anch 



r = 



ah 



175 



(9) 



7. Fünfle Methode. Steiner. Es sei n die durch M gelegte 
Normale, und es schneide dieselbe die Hauptaxe des Kegelschnitts 

Fig. 56. Kg. 57 a. 





in P, die Nebenaxe in Q, so steht nach §. 78 6 MP za MQ in 
einem konstanten, von der Lage des Punktes M unabhängigen Ver- 
hältnisse. Ist also M' ein beliebiger zweiter Punkt des Kegel- 
schnitts, n' dessen Normale und schneidet letztere die Axen in P' 

und Q\ so ist 

MP _ M'P* 

MQ~ M'Q*' 

MP Q und M'P'Q' fsind also zwei (in schiefer Lage befindliche) 
ähnliche Punktreihen, und es bilden demnach die beiden Träger 
n, n', und die drei Projektionsstrahlen MM\ PP\ Q Q' fünf Tan- 
genten einer und derselben Parabel (Fig. 57 a). 

Rückt nun M' unendlich nahe an M, so geht MM* in die durch 
M gelegte Tangente über, und es fallen die beiden Parabeltangenten 
n und n' in eine einzige Tangente zusammen , indem zugleich der 
Durchschnittspunkt von n und n' in den Berührungspunkt von n 

rückt. 

Denkt man sich also die Parabel konstruiert, welche die durch 

M gelegte Tangente, die durch denselben Punkt gelegte Normale 

und die beiden Axen des gegebenen Kegelschnitts berührt, so ist der 

Berührungspunkt der Normale der gesuchte Krümmungsmittelpunkt. 

Die Konstruktion dieses Berührungspunktes lässt aber an Ein- 
fachheit nichts zu wünschen übrig. Nämlich: 

Da die Normale, die Tangente und die beiden Axen ein der 
Parabel umgeschriebenes Vierseit bilden, so bilden die zugehörigen 
drei Diagonalen ein Polardreieck. Eine dieser Diagonalen verbindet 
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den Pnnkt M mit dem Durchschnittspunkt det beiden Axen, d. h. 
sie verbindet zwei Punkte, in deren jedem sich zwei senkrecbt auf 
einander stehende Tangenten schneiden. ' Dieselbe ist also die 
Direktrix der Parabel. Darans folgt, dass der Durchschnittspunkt 
der beiden andern Diagonalen, F^ der Brennpunkt der Parabel ist. 
Verbindet man also F mit -3f und errichtet man auf der Verbindungs- 
linie in F ein Lot, so schneidet dieses letztere die Normale im 
Krümmungsmittelpunkte K, (Fig. 57 b). 

Fig. 57 c. 





Anm, Ist der gegebene Kegelschnitt eine Parabel, so bat man zur Be- 
stimmang der zweiten Parabel nur drei Tangenten : die durch M an die 
gegebene Kurve gelegte Tangente, die zugehörige Normale und die Axe 
der gegebenen Parabel. Immer aber ist die Direktrix gegeben, als welche 
in diesem Falle der durch M gelegte Durchmesser der gegebenen Parabel 
auftritt. Die Direktrix ist mithin der Axe der gegebenen Parabel parallel, 
die letztere also die Scheiteltangente der zu konstruierenden Parabel. Man 
findet demnach den Krümmungsmittelpunkt wie folgt: 

Schneiden die Tangente und die Normale des Punktes M die Axe der 
gegebenen Parabel in T und N^ so vervollständige man MTN zum Recht- 
ecke MTQN, Dann ist Q der Brennpunkt der Hülfsparabel. Legt man 
darauf durch Q eine Gerade senkrecht auf QM:, so schneidet diese die 
Normale MN im Krümmungsmittelpunkte K. (Fig. 57 c.) 

8. Sechste Methode, Steiner. Wir haben oben gefunden 

(6. Zusatz 1) 

ra' sintp = V^, 
Daraus folgt 

a'2 -I- aV simp = a'^ + V^ = a^ + h^ . . . (1) 

Es sei, Fig. 58, für eine gegebene Ellipse, JT der Mittelpunkt des 
dem Punkte M zugehörigen Krümmungskreises, also KM = r, 



Denken wir uns KM über M hinaus um ML = — r verlängert 
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nnd L mit dem Mittelpunkte des gegebenen Kegelschnitts ver- 
bnnden, so ist im Dreieck OML 

OL^ = MO^ + ML^ — 2 Jlf . Jfi . cos OML 
oder, da Z OML = 90« + qp 

OL^ = a,* 4- T *** + ^<h sirnp 
oder nach Gleichung (1) 



Oi« = a^ + h^ + ^ r». 

4 



(2) 



Daraus folgt, dass ein um mit dem Budius V(a^ -f- b^) und ein 

am L mit dem Radius r* r beschriebener Kreis sich unter einem 

rechten Winkel schneiden. 

Umgekehrt: der Krümmungshalbmesser r ist gleich dem Durch- 
messer eines Kreises, welcher den Kegelschnitt in M von aussen 



Fig. 58. 




berührt und den um mit 
dem angegebenen Halb- 
messer beschriebenen Kreis 
rechtwinklig schneidet. Die 
Konstruktion dieses Kreises 
bietet keine Schwierigkei- 
ten dar. (S. Elein. d. Geom., 
34. geom. Ort). 

Für die Hyperbel ist, 
wenn wir wie immer die 
reelle Halbaxe mit a, den 

Modul der imaginären 
Halbaxe mit 5 bezeichnen, 
bei einem spitzen Asymptotenwinkel (a > b) 

Oi2 = i ^2 ^ (a« — 62)^ 

bei einem stumpfen Asymptotenwinkel (a < b) 

OL^ = i r* — (62 _ e*«), 

Im ersten Falle bleibt also die Konstruktion unverändert, nur hat 
man dieses mal um einen Kreis mit dem Radius V (a^ — b^) zu 
beschreiben. Im zweiten Falle aber ist ein Kreis zu konstruieren, 
welcher die Hyperbel im Oskulationspuukt von aussen berührt, und 
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Yon einem um mit dein Radius y(6* — a*) beschriebenen Kreise 
halbiert wird. (Elem. d. Geom. 35, geom. Ort.) 

Um die entsprechende Konstruktion des Erümmnngskreises für 
die Parabel zu erhalten, haben wir nur die geometrische Bedeutung 
des um den Mittelpunkt eines Kegelschnitts mit der angegebenen 
Radiuslänge beschriebenen Kreises aufzusuchen. Nun ist, wie wir 
unten zeigen wollen, ein solcher Kreis dadurch charakterisiert, dass 
je zwei aus einem beliebigen Paukte desselben an den Kegelschnitt 
gezogene. Tangenten senkrecht auf einander stehen. Für die Pa- 
rabel degeneriert dieser Kreis also in eine gerade Linie , nämlich in 
die Direktrix. Soll aber eine Gerade von einem Kreise rechtwinklig 
geschnitten werden, so muss der Mittelpunkt des letztern auf der 
Geraden liegen. Daraus ergiebt sich: 

Schneidet die durch einen Pankt M einer Parabel gelegte Nor- 
male die Direktrix im Punkte X, so ist ML die Hälfte des dem 

Punkte M zugehörigen Krümmungs- 
halbmessers. (Fig. 57 0.) 

Erster Beweis des so eben benutz- 
ten Lehrsatzes. Es seien, Fig. 59, 
für eine Ellipse QM and QN zwei 
senkrecht auf einander stehende Tan- 
genten, so ist zu zeigen, dass 

ga = a» + 6» 

Beziehen wir die Punkte der Ellipse 

auf OA und den ihm konjugierten 

Halbmesser C als Koordinatenhalbaxen , und setzen wir OA = a', 

OC = b', so ist 

ß/a "T 5^2 — ^ 

OP . OQ = a*^ 
MP — QP. 




Folglich 



0P = 



OQ' 



MP=: OQ - OP=z OQ — 



a 



/2 



OQ' 



Substituieren wir diese Werte in die erste Gleichung, so erhalten wir 

'» (0^2 - 



a 



OQ 



2 



+ 



a 



f2\2 



6'2 . Q 



)'_ 



2 






(0 Q2 _ 0^2)2 — 6'a (0 Q^ — a'2) 

0Q^ = a'2 -I- 6'2 — .^2 4- 52 Q. E. D. 

Zweiter Beweis. Sind AB CD die auf einander folgenden Ecken 
eines dem Kegelschnitt umgeschriebenen Rechtecks, so überzeugt man sich 
sehr leicht, dass in jedem Punkte des durch diese vier Ecl^en gelegten 
Kreises zwei auf einander senkrecht stehende Tangenten sich schuei- 



des Kegelschnitts. 



170 



den. In der That, ist M ein beliebiger Punkt des Kreises and sind 
m, mf die beiden aus demselben an den KS, gezogenen Tangenten, so 
bilden m and m' , MÄ und MC, MB and MD drei in Involation be- 
findHche Strahlenpaare. Nan ist MÄ ± MC, MB ± MD, folgUch 
auch m _L m', 

Dass femer, wenn r den Badius des Kreises bedeutet, fär die Ellipse 
f 2 = ^2 ^. ^2 gei^ erhellt sofort, wenn man das von den vier Soheiteltan- 
genten gebildete Bechteck betrachtet. 

Für die Hyperbel denken wir uns eine Tangente senkrecht auf einer 
Asymptote gezogen. Ist dann P der Durchschnittspunkt dieser beiden Linien, 
der Mittelpunkt der Hyperbel, und Q der Punkt, in welchem jene Tan- 
gente die Kurve berührt, so ist OF^ = OQ^ — JF^, und folgUch, da 
OP z= r, P Q aber der Modul des mit Q konjugierten Halbmessers 
ist, r^ =: a^ ^ 6». 



80. Evolute des Kegelschnitts. Unter der £volate emes 
Kegelschnitts versteht man die von den Erümmungsmittelpunkten 
gebildete , oder, was dasselbe ist, die von den Normalen eingehüllte 
Kurve. 

Die Theorie der Evoluten bildet den Gegenstand eines spätem, 
die Elemente des Infinitesimalkalküls voraussetzenden Kapitels der 
analytischen Geometrie. 

Fig. 60. 




Um indessen eine einigermaassen bestimmte Yorstellnng von 
der Form der Eegelschnittsevolnte zu gewinnen, braucht man nur 
eine geringe Anzahl Normalen wirklich zu konstruieren. 

In der Fig. 60 ist diese Konstruktion für eine Ellipse ausge- 
führt worden. 

12* 
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Die Evolute grenzt zwei Flächenräume gegen einander ab, 
von denen der eine alle diejenigen Paukte der Ebene enthält, aus 
denen sich vier , der andere diejenigen , aus denen sich nur zwei 
reelle Normalen an den Kegelschnitt ziehen lassen. 

Liegt ein Punkt auf der Evolute, so gehen von demselben 
drei Normalen aus, von denen aber eine (diejenige, welche zugleich 
Tangente der Evolute ist) als eine Doppelnormale anzusehen ist. 









AUFGABENSAMMLUNG. 



A. Aufgaben zn den Fundamentaltheorien, 



I. Anharmonisohes Verhältnis. 

1. Es sind gegeben 

a. vier in gerader Linie liegende Punkte, 

b. vier in einem Punkte sich schneidende gerade Linien. 
Es soll das anharmonische Verhältnis der vier Elemente durch 

das Verhältnis zweier Strecken dargestellt werden. 

Wenn man will, mit Anwendung von Einl. XI. 

2. Das anharmonische Verhältnis einer yierelementigen Punkt- 
reihe oder eines Tierelementigen Strahlenböschels ist bekannt, und 
von den vier EHementen sind drei gegeben. Das vierte Element zu 
konstruieren. 



n. Vier harmonisohe Elemente. 

3. A. Gegeben drei in gerader Linie liegende Punkte Ä, A\ B, 
Den Punkt B' zu konstruieren, welcher dem Punktet in Bezng auf 
A und A! harmonisch zugeordnet ist. 

B. Gregeben drei in einem Punkte sich schneidende Strahlen 
a, a', K Den Strahl If zu konstruieren, welcher dem Strahle & in 
Bezng auf a und a' harmonisch zugeordnet ist. 

Aufl. der Aufg. A. — 1. Man kennt das Verhältnis AB* -. 
A'B', — 2. Ohne den Zirkel zu gebrauchen, nach §. 4, 8. — 
3. Nach §. 4, 9. — 4. Man zeichne, unter Anwendung von §. 4, 5, 
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vier harmonische Strahlen, von denen drei durch die gegebenen 
Punkte gehen. — 5. Ebenso unter Anwendung von §. 4, 6. 

4. Besondere Behandlang der vorhergehenden Aufgaben für den 

Fall, dass zwei (durch Gentrum und Modul) gegebene imaginäre 

Punkte y oder zwei (durch eine ihrer Symmetralen und den Modul) 

gegebene imaginäre Gerade als das gegebene Paar zugeordneter 

Elemente auftreten. 

Von den oben angedeuteten fünf Auflösungen ist in diesem 
FaUe nur die dritte brauchbar. 

Ö. A. Von vier harmonischen Punkten ist das eine Paar zu- 
geordneter Punkte und das Centrum des andern Paares gegeben. 
Das letztere zu konstruieren (§. 4, 9). 

B. Von vier harmonischen Strahlen ist das eine Paar zugeord- 
neter Strahlen, so wie eine Symmetrale des andern Paares gegeben. 
Das letztere zu konstruieren. 

6. A. Durch einen gegebenen Punkt M eine Gerade so zu legen, dass 
die Punkte, in denen dieselbe die Seiten eines gegebenen Dreiecks schnei- 
det, mit M zusammen vier harmonische Punkte bilden. 

B. Auf einer gegebenen Geraden m einen Punkt so zu bestimmen, 
dass die drei von diesem Punkte nach den Ecken eines gegebenen Drei- 
ecks gezogenen Geraden mitm zusammen vier harmonische Strahlen bilden. 

7. Drei gerade Linien haben einen gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
punkt, der aber, etwa wegen zu grosser Entfernung, nicht gezeichnet 
werden kann. Es sind 7\vei dieser Linien und ein Punkt der dritten 
gegeben. Es soll diese letztere ohne Hülfe des Zirkels konstruiert werden. 

§. 4, 8. Vgl. El. d. Geom. Aufg. 261. 

8. Gegeben eine Strecke AB und eine ihr parallele Gerade. Man 
soll erstere ohne Benutzung des Zirkels halbieren. 

Oder umgekehrt, wenn eine Strecke mit ihrem Halbierungspunkt 
gegeben ist, ohne den Gebrauch des Zirkels durch einen beliebigen Punkt 
der Ebene eine jener Strecke parallele Gerade zu ziehen. 

9. Gegeben eine Strecke AB und ein beliebiges Parallelogramm. 
Man soll, ohne den Zirkel zu gebrauchen, 

a. die Strecke AB halbieren, 

b. durch einen beliebigen Punkt eine zu AB parallele Gerade legen, 

c. die Strecke AB m n gleiche Teile teilen, 

d. eine Strecke zeichnen, die n-mal so gross als AB ist. 

10. A. Auf einer geraden Linie sind zwei Paare reeller oder 
imaginärer Punkte gegeben, AA* und BB*. Ein drittes Punkt- 
paar zu konstruieren , durch welches sowohl A und A! , als auch B 
und B' harmonisch getrennt werden. 

B. Durch einen und denselben Punkt sind zwei Paare reeller 
oder imaginärer Strahlen gelegt, aa! und hV. Ein drittes Strahlen- 
paar zu konstruieren , durch welches sowohl a und a! , als auch l 
und V harmonisch getrennt werden. 
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Identisch mit den Aufgaben 22, A und B, und, wie diese, 
in den Aufg. 26, A und B» mit enthalten. 



m. Zwei konforme Grundgebilde. 

11. A. Zwei perspektivisch konforme Punktreihen sind durch 
zwei Paare homologer Punkte gegeben. 

a. Das Projektionscentrum zu konstruieren. 

b. Zu einem beliebigen Punkt der einen Reihe den homologen 
Punkt in der andern Reihe zu konstruieren. • 

c. Die Gegenpunkte zu konstruieren. 

B. Zwei perspektivisch konforme Strahlenbüschel sind dufch 
zwei Paare homologer Strahlen bestimmt. 

a. Die Projektionsaxe zu konstruieren. 

b. Zu einem beliebigen Strahl des einen Büschels den homo- 
logen Strahl im andern Büschel zu konstruieren. 

c. In jedem der beiden Büschel die Normalstrahlen zu kon- 
struieren. 

12. A. Zwei (in schiefer Lage befindliche) konforme Punkt- 
reihen sind durch drei Paare homologer Punkte gegeben. 

a. Die beiden Punkte zu konstruieren, welche dem Durch- 
Bchnittspunkt der Träger homolog sind. 

b. Zu einem beliebigen Punkt der einen Reihe den homologen 
Punkt in der andern Reihe zu konstruieren. 

c. In jeder der beiden Reihen den Gegenpunkt zu konstruieren. 
B. Zwei (in schiefer Lage befindliche) konforme Strahlen- 
büschel sind durch drei Paare homologer Strahlen gegeben. 

a. Die beiden Strahlen zu konstruieren, welche der Verbin- 
dungslinie der Scheitel homolog sind. 

b. Zu einem beliebigen Strahle des einen Büschels den homo- 
logen Strahl im andern Büschel zu konstruieren. 

c. In jedem der beiden Büschel die Normalstrahlen zu kon- 
struieren. 

Aufg. A. — 1. Man lege die beiden Punktreihen perspek- 
tivisch. — 2. Man konstruiere eine dritte PB., welche jeder der 
beiden gegebenen Eeihen perspektivisch konform ist. — 3. Nach 
§. 7, 2. 

Aufg. B. — 1. bis 3. ähnlich wie oben. — 4. Legt man 
durch die Scheitel der beiden Büschel einen beliebigen Kreis, so 
erhält man auf letzterem zwei PBr. zweiter Ordnung und kann 
dann nach Aufg. 46, A verfahren. 
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13. A. Gegeben zvci IscnfcrDie PuDktreihen.Zwei homologe 
Punkte M und M' zu konstruieren, deren Entfernungen von zwei 
gegebenen homologen Punkten A und A! in einem gegebenen Verhält- 
nisse zu einander stehen {AM = a, A!'M.\ wo a eine beliebige Zahl). 

B. Gegeben zwei konforme StrahlenbOschel. Zwei homologe 
Strahlen m und w! zu konstruieren, welche mit zwei gegebenen homo- 
logen Strahlen a und d gleiche Winkel bilden (Z am = Z. a'm!). 

Man lege die beiden Grundgebilde perspektivisch, so dass 

beziehungsweise A mit A'j oder a mit a' zusammenfällt. 

< 

14. A. Zwei konjektivische konforme Punktreihen sind darch 
drei Paare homologer Punkte gegeben. 

a. *Zu einem beliebigen Punkte der einen Reihe den homologen 
Punkt der andern Reihe zu konstruieren. 

b. Die beiden Gegenpunkte zu konstruieren. 

B. Zwei konzentrische konforme Strahlenbüschel sind durch 
drei Paare homologer Strahlen gegeben. 

a. Zu einem beliebigen Strahle des einen Büschels den homo- 
logen Strahl im andern Büschel zu konstruieren. 

b. In jedem Büschel die beiden Normalstrahlen zu konstruieren. 

Man drehe die eine PB. um einen beliebigen ihrer Punkte, 
oder verschiebe den einen SB. parallel mit sich selber und ver- 
fahre dann nach den Aufgaben 12, b und c. 

Oder, man konstruiere ein drittes Qrundgebilde, welches den 
gegebenen Gnmdgebilden konform ist und sich mit einem der 
letztern in perspektivischer Lage befindet. 

Die Aufg. B, a, lässt sich aber auch sehr einfach auf die 
Weise lösen, dass man durch den gemeinsamen Scheitel der 
beiden Büschel einen beliebigen Kreis legt und dann nach 
Au^. 46 A verfahrt 

15. A. Gegeben zwei konjektivische konforme Punktreihen. Es 
sollen die beiden Doppelpunkte konstruiert werden. 

B. Gegeben zwei konzentrische konforme Strahlenbüschel. Es 
sollen die beiden Doppelstrahlen konstruiert werden. 

Aufg. A. — Erste Aufl. Sind nach Aufg. 14 die beiden Gegenponkte 
konstruiert, so können die Doppelpunkte nach §. 10, 4 gefunden werden. — 
Zweite Aufl. Sind die beiden Beihen durch drei Paare homologer Punkte 
ÄA^, BB* und^ CC gegeben, so bilden die gesuchten beiden Doppel- 
punkte nach §. 13, 2 nicht bloss mit AB' und A B, sondern auch mit 
A C und A' C drei in Involution befindliche Punktpaare. Die vorliegende 
Aufg. fällt also mit Aufg. 26 A zusammen. 

Aufg. B kann auf ähnliche Weise in die Aufg. 26 B übersetzt werden. 
Man kann aber auch in diesem Falle wieder für die beiden Strahlen- 
büschel zwei auf demselben Kreise befindliche konforme Punktreihen zweiter 
Ordnung substituieren, um dann weiter nach Aufg. 46, A, b, zu verfleüiren. 
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Anm. Za den zahlreichen Problemen, welche sich auf die Konstruk- 
tion solcher Doppelelemente zurückführen laBsen, gehören namentlich auch 

die* fünf folgenden Aufgaben, 16 big 20. 

« 

16. A. Gegeben zwei konforme Pank£reihen. Durch einen ge- 
gebenen Punkt eine Gerade zu legen, welche zwei homologe Punkte 
der beiden Reihen verbindet. 

B. Gegeben zwei konforme Strahlenbüschel. Auf einer ge« 
gebenen Geraden einen Punkt zu bestimmen, in welchem sich zwei 
homologe Sirahlen schneiden. 

17. Auf einer geraden Linie sind drei Strecken gegeben, ÄÄ', BB* 
und C C. Es soll ein Punkt gefunden werden, in welchem dieselben unter 
gleich grossen Winkeln erscheinen. 

§. 10, 6. Man setze PB. ABC 7\ PE. A' B' C 
Vgl. El. d. Geom., 31. geom. Ort. 

18. Gegeben zwei gerade Linien m und tn'. Es sollen auf denselben 
zwei Punkte A und A' so bestimmt werden, 

a. dass die Strecke ^^' in einem gegebenen Punkte P unter einem 
gegebenen Winkel a, und in einem andern gegebenen Punkte P* unter 
einem zweiten gegebenen Winkel ß erscheint; 

b. dass die Strecke AA' in einem gegebenen Punkte P unter einem 
gegebenen Winkel a erscheint, und dass ihre Projektion (aus einem ge- 
gebenen unendlich entfernten Punkte) auf eine gegebene Gerade eine 
gegebene Länge a hat; 

c. dass die Projektionen der Strecke AA' auf zwei gegebene gerade 
Linien die Länge von zwei gegebenen Strecken a und a' haben. 

Es sei in Aufji^. a , M ein beliebiger Punkt der Geraden m. 
Wir machen Z. MPN = a, Z. MP'N' = ß. Durchläuft nun 
M die Gerade m, so schneiden PN und P' N' die Gerade m' in 
zwei konformen Punktreihen. 

19. Gegeben ein einfaches n-Eck AiAg . . A» und ein einfaches 
n-Seit Oidi • • <^« Ein anderes einfitches n-£ck zu konstruieren, dessen 
Seiten durch die Punkte A^, A^ . . gehen , und dessen Ecken auf den 
Geraden €ti, a^ - - liegen. 

Es sei M ein beliebiger Pimkt auf o^. Konstruiert man 
nun, von M ausgehend, die (n — 1) mal gebrochene Linie, 
deren (n — 1) Ecken auf den Seiten 02, a^ . . a« liegen, und 
deren n Seiten durch die Punkte Ai^ A^ , , An gehen, so wird 
die letzte Seite dieser gebrochenen Linie die Gerade a^ in einem 
bestimmten Punkte M' schneiden. Mit M ändert auch M' sei- 
nen Ort, und zwar so, dass die beiden Punkte zwei konforme 
Punktreihen beschreiben. 

20. Gegeben n Punkte, n — 1 gerade Linien und ein Winkel. Ein 
einfaches n-Eck zu konstruieren, dessen Seiten durch jene n Punkte gehen, 
von dessen Ecken die n — 1 ersten auf den gegebenen Geraden lie- 
gen, und dessen Winkel an der letzten Ecke die Grösse des gegebenen 
Winkels hat. 
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IV. Die involutorisoheii Gmndgebllde. 

21. A. *£ine invalutoriBche Punktreihe ist durch zwei Paare 
zugeordneter Pnnkte bestimmt. 

a. Den Punkt zu konstruieren , welcher einem beliebigen ge- 
gebenen Punkte der Reihe zugeordnet ist. 

b. Den Gegenpunkt der Reihe zu konstruieren. 

B. Ein involutorischer Strahlenbüschel ist durch zwei Paare 
zugeordneter Strahlen bestimmt. 

a* Den Strahl zu konstruieren, weichereinem gegebenen Strahle 
zugeordnet ist. 

b. Die Normalstrahlen zu konstruieren. 

DieAufgg. A werdeu leicht nach §. 11, 8, oder für den Fall 
einer elliptischen Reihe, auch nach §. 11, 9 gelöst. 

Die Aufgg. B machen ebenfalls nicht die geringsten Schwierig- 
keiten, wenn man, mittelst Konstruktion eines durch den Schei- 
tel gehenden Kreises eine für den SB. zu substituierende involu- 
torische PB. zweiter Ordnung herstellt. 

Die Aufgg. A, a und B, a können auch ohne Hülfe des 
Zirkels sehr einfach nach §. 13, 3 oder 4 gelöst werden. 

22. A. Die Doppelpunkte einer gegebenen involutorischen Punkt- 
reihe zu konstruieren. 

B. Die Doppelstrahlen eines gegebenen involutorischen Strah- 
lenbüschels zu konstruieren. 

Ist das involutorische Grundgebilde durch zwei Paare reeller zugeord- 
neter Elemente gegeben, so führen die bei der vorhergehenden Doppel- 
aufgabe benutzten Sätze auch in diesem Falle leicht zum Ziel. 

Ist eins der gegebenen Paare zugeordneter Elemente, oder sind beide 
Paare imaginär, so kann man in jedem Paare die beiden Doppelelemente 
eines involutorischen Grundgebildes erblicken. Man erhält dann zwei 
konjektivische oder konzentrische involutorische Grundgebilde, deren doppelt 
zugeordnete Elemente die gesuchten Doppelelemente des gegebenen Grund- 
gebildes sind. S. Attfg. 26. 

23. A. Es ist eine beliebige involutorische Punktreihe gegeben. 

a. Zwei zugeordnete Punkte zu konstruieren, die um eine ge- 
gebene Strecke von einander entfernt sind. 

b. Zwei zugeordnete Punkte zu konstruieren, wenn deren 
Centrum gegeben ist. 

B. Es ist ein beliebiger involutorischer Strahlenbüschel gegeben. 

a« Zwei zugeordnete Strahlen zu konstruieren, welche sich 
unter einem gegebenen Winkel schneiden. 

b. Zwei zugeordnete Strahlen zu konstruieren, wenn deren 
Symmetralen gegeben sind. 
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Aufg. A nach Konstruktion des Gegenpunktes leicht alge- 
hraisüh zu lösen. — Aufg. B wieder auf eine einfache Konstruk- 
tion an einer kreisförmigen involutorischen FB. zweiter Ord- 
nung zurückzufuhren. 

24. A. Gegeben die Potenz einer involatonBchen Punktreihe 
und ein Paar zugeordneter Punkte. Den Gegenpunkt zu kon- 
struieren. 

B. Gegeben die Potenz eines involutorischen Strahlenbüschels 
und ein Paar zugeordneter Strahlen. Die Normalstrahlen zu kon- 
struieren. 

25. A. Gegeben ein Paar imaginärer Geraden. Die (imaginären) 
Punkte zu bestimmen, in denen dieselben eine beliebig gegebene 
reelle Gerade schneiden. 

B. Gegeben ein Paar imaginärer Punkte. Es sollen die bei- 
den (imaginären) Geraden bestimmt werden, welche jene Punkte 
mit einem beliebig gegebenen reellen Punkte verbinden. 

Ein gegebenes Paar imaginärer Geraden kann man immer 
als die Doppelstrahlen eines elliptischen SB. ansehen. Dieser 
schneidet die gegebene reelle Gerade in einer eUiptisehen Punkt- 
reihe. Deren Doppelpunkte sind die gesuchten Funkte. 

26. A. Gegeben zwei konjektivische in volutorische Punktreihen. 
Es sollen die beiden einander doppelt zugeordneten Punkte kon- 
struiert werden. 

B. Gegeben zwei konzentrische involutorische Strahlenbüschel. 
Es sollen die beiden einander doppelt zugeordneten Strahlen kon- 
struiert werden. 

1. Die Aufg. A findet sich bereits im Lehrbuch §.14 gelöst. Für 
den Fall zweier h3rperboli8chen Punktreihen ist die Aufgabe dort auf die 
Konstruktion der beiden Doppelpunkte einer involutorischen Beüie zu- 
rückgeführt worden. Man kann aber auch in diesem wie in jedem der 
beiden andern Fälle nach §. 11, 8 wie folgt verfahren. 

Es seien AA' und BB' zwei Paare zugeordneter Punkte der einen^ 
^W und 3593' zwei Paare zugeordneter Punkte der andern Reihe. Sei 
ferner M ein beliebiger Punkt der Ebene. Wir legen durch M und jedes 
der vier Punktpaare einen Kreis. Schneiden sich nun die Kreise MAA* 
und MBB* zum zweiten Male in dem Punkte N^ die Kreise M%,%* und 
Jlf 5ÖSB' aber in dem Punkte P, so wird ein fünfter, durch M, N und P 
gelegter Kreis den Träger der gegebenen involutorischen Punktreihen in 
den beiden gesuchten, einander doppelt konjugierten Punkten schneiden. 

2. Die vorteiUiafbeste Lösung der Aufg. B beruht wieder auf den 
Eigenschaften der Punktreihen zweiter Ordnung. 

Legen wir durch den gemeinschaftlichen Scheitel der gegebenen in- 
volutoiaschen Strahlenbüschel einen beliebigen Kreis, so wird dieser von 
den beiden Büscheln in zwei involutorischen Punktreihen zweiter Ord- 
nung geschnitten. Die Gerade, welche die zugehörigen beiden Livolutions- 
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oentra verbindet, schneidet den Kreig in zwei reeUen oder imaginären 
Punkten, um dann die gesuchten Strahlen zu bekommen, braucht man 
nur noch diese beiden Punkte mit dem Scheitel zu verbinden. 

27. A. Gegeben zwei beliebige involatoriBche Pnnktreihen. 
Durch einen gegebenen Punkt zwei gerade Linien zu legen, welche 
jede der beiden Reihen in zwei zugeordneten Punkten schneiden. 

B. Gegeben zwei beliebige involutorische Strahlenbüschel. Auf 
einer gegebenen Geraden diejenigen beiden Punkte zu bestimmen, 
welche auf zwei zugeordneten Strahlen des einen wie des andern 
Strahlenbüschels liegen. 



V. Zwei kollineare Systeme, 

28. Zwei kollineare Systeme siiid durch zwei homologe voll- 
ständige Vierecke oder Vierseite gegeben. 

a. Zu einem beliebigen Punkte oder einer beliebigen Geraden 
des einen Systems den homologen Punkt oder die homologe Gerade 
im andern System zu konstruieren. 

b. In jedem der beiden Systeme die Gegenaxe zu konstruieren. 

c. Die Träger der beiden Paare kongruenter homologer Punkt- 
reihen und die Scheitel der beiden Paare kongruenter homologer 
Strahlenbüschel zu konstruieren. 

29. Zwei perspektivisch kollineare Systeme sind gegeben durch 
das Centrum, die Axe und ein Paar homologer Punkte oder Geraden. 
Zu einem beliebigen Punkte oder einer beliebigen Geraden des einen 
Systems den homologen Punkt oder die homologe Gerade im andern 
System zu konstiniieren. 

30. Von zwei perspektivisch kollinearen Systemen sind gege- 
ben: zwei homologe Punkte, zwei homologe Gerade, und 

a. das Gentrum, oder 

b. die Axe. 

Im ersten Falle die EoUineationsaxe, im zweiten Falle das Eollinea- 
tionscentrum zu konstruieren. 

31. Zwei perspektivisch konforme Systeme sind durch zwei homologe 
(perspektivische) Dreiecke bestimmt.. Welches ist das Kollineationscentruni ? 
und welches die Axe? 

32. Gegeben zwei perspektivisch kollineare Systeme, und in dem 
einen System, als geschlossene Figur, ein von der Gegenaxe durchbohrtes 
Dreieck. Im andern System die homologe Figur zu konstruieren. 

33. Gegeben zwei perspektivisch kollineare Systeme und iik einem 
derselben ein die Gegenaxe schneidender Kreis. In dem andern 'System 
die Asymptoten der dem Kreise homologen Hyperbel zu konstruieren. 
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34. Gegeben zwei kollineare Systeme. Das zugehörige Situa- 
tionsdreieck zu konstruieren. 

Kann nar mittelst Kegelschnittskonstruktionen ausgeführt 
werden. 



VI. Das involutorisohe System. 

35. Gegeben das InYolutionscentrum und die luTolutionsaxe 
eines inyolutorischen Systems. 

a. Die Gegenaxe zu konstruieren. 

b. Zu einem gegebenen Punkt oder einer gegebenen Geraden 
den zugeordneten Punkt oder die zugeordnete Gerade zu kon- 
struieren. 

36. Gegeben zwei Paare zugeordneter Paukte oder zwei Paare 
zugeordneter Geraden eines involutorischen Systems. Man soll das 
Involutionscentrum und die Involutionsaze konstruieren. 

37. Gegeben ein Paar zugeordneter Punkte und ein Paar zugeord- 
neter Geraden eines inyolutorischen Systems. Das Centrum und die Axe 
zu konstruieren. (Zwei Auflösungen). 



Vn. Zwei affine Systeme. 

38. Zwei affine Systeme sind durch zwei gegebene homologe 
Dreiecke bestimmt. 

a. Zu einem beliebigen Punkte oder einer beliebigen Geraden 
des einen Systems den homologen Punkt oder die homologe Gerade 
im andern System zu konstruieren. 

b. Die Normalrichtungen zu konstruieren. 

c. Die Parallelstrahlenbüschel zu konstruieroD, deren homologe 
Strahlen als Träger kongruenter homologer Punktreihen auftreten. 

d. Die Parallelstrahlenbüschel zu konstruieren, für welche der 
Ähnlichkeitsmodulus der homologen Punktreihen ein Maximum oder 
Minimum wird. 

e. Den Winkel zu bestimmen, unter welchem bei perspek- 
tivischer Lage der beiden Systeme die Affinitätsstrahlen die Affini- 
tätsaxe schneiden. 

39. Gegeben die Af&nitätsaxe und zwei homologe Punkte per- 
spektivisch affiner Systeme. Zu einem beliebigen Punkt oder einer 
beliebigen Geraden des einen Systems den homologen Punkt oder 
die homologe Gerade im andern System zu konstruieren. 
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40. Zwei homologe Dreiecke ABC und A'B'C\ deren Ecken anf 
drei parallelen Geraden liegen (AA' \\ BB' || CC), bestimmen zwei per- 
spektivisch affine Systeme. Welches ist deren Affinitätsaxe? 



Vni. Zwei reciproke Systeme. 

41. Zur Bestimmung zweier reciproken Systeme sind ein voU- 
ständiges Viereck in dem eiüen System und das ihm homologe Yier- 
seit im andern System gegeben. 

a. Zu einem beliebigen Punkt (oder einer beliebigen Geraden) 
des einen Systems die homologe Gerade (oder den homologen Punkt) 
im andern System zu konstruieren. 

b. In jedem System den Gegenpunkt zu konstruieren. . 

42. Gegeben zwei reciproke Systeme. 

a. Zu einem beliebigen Punkt den ihm doppelt reciprok ver- 
wandten Punkt zu konstruieren. 

b. Das Situationsdreieck der beiden Systeme zu konstruieren. 



IX. Das Polarsystem. 

43. Gegeben zur Bestimmung eines Polarsystems: ein Polar- 
dreieck, so wie ein Ponkt und eine Gerade, die einander als Pol und 
Polare zugeordnet sind. 

a. Die Polare eines beliebigen Punktes, und den Pol einer 
beliebigen Geraden zu konstruieren. 

b. Den Mittelpunkt des Polarsystems zu konstruieren. 

c. Auf einer Geraden die beiden sich selbst konjugierten Punkte 
zu bestimmen, und durch einen Punkt die beiden sich selbst kon- 
jugierten Strahlen zu legen. 

44. Gegeben zwei Pole A^ B und ihre Polaren a und h. Auf 
der Geraden AB den Punkt zu bestimmen, welcher einem beliebig 
gegebenen Punkte konjugiert ist, und durch den Schnittpunkt von 
a und h die einer gegebenen Geraden konjugiei*te Gerade zu legen. 

45. Gegeben zwei Polarsysteme. Das zugehörige Kardinal- 
dreieck zu konstruieren. 

Kann nur mittelst Kegelschnittskonstruktionen ausgeführt 
werden. 
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X. Punktreihen und StraMenbüscliel zweiter 

Ordnung. 

46. A. Auf einem Kreise (oder einem beliebigen andern Kegel- 
schnitte) sind zwei konforme Punktreihen zweiter Ordnung durch 
drei Paare homologer Punkte gegeben. 

'a. Zu einem beliebigen Punkte der einen Reihe den homo- 
logen Punkt in der andern Reihe zu konstruieren. . 

b. Die Doppelpunkte zu konstruieren. 

c. Spitze und Grundlinie des Situationsdreiecks zu konstruieren. 
B. Einem Kreise (oder einem beliebigen andern Kegelschnitte) 

finden sich zwei konforme Strahlenbüschel zweiter Ordnung um- 
geschrieben, von denen drei Paare homologer Strahlen gegeben sind. 

a. Zu einem beliebigen Strahl des einen Büschels den homo- 
logen Strahl im andern Büschel zu konstruieren. 

b. Die Doppelstrahlen zu konstruieren. 

c. Spitze und Grundlinie des Situationsdreiecks zu konstruieren. 

47. Einem gegebenen Eegelschnitt ein n-Eck einzuschreiben, dessen 
Seiten durch n gegebene Punkte gehen. 

^inem gegebenen Kegelschnitt ein n-Seit umzuschreiben, dessen Ecken 
auf n gegebenen Geraden liegen. 

48. Einen Kegelschnitt zu konstruieren, wenn ein demselben ein- 
geschriebenes harmonisches Viereck gegeben ist* 

Einen Kegelschnitt zu konstruieren, wenn ein demselben umge- 
schriebenes harmonisches Yierseit gegeben ist. 

49. A. Eine in Yolutorische Punktreihe zweiter Ordnung ist durch 
zwei Paare zugeordneter Punkte gegeben. 

a. Das Inyolutionscentrum und die Involutionsaxe zu kon- 
struieren. 

b. Zu einem beliebigen Punkte der Reihe den ihm zugeord- 
neten Punkt zu konstruieren. 

c. Die beiden Doppelpunkte zu konstruieren. 

B. Ein inyolutorischer Strahlenbüschel zweiter Ordnung ist 
durch zwei Paare zugeordneter Strahlen gegeben. 

a. Das Inyolutionscentrum und die Inyolutionsaxe zu kon- 
struieren. 

b. Den einem gegebenen Strahle zugeordneten Strahl zu kon- 
struieren. 

c. Die beiden Doppelstrahlen zu konstruieren. 
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50. A. Auf einem Kreise (oder einem beliebigen andern Kegel- 
schnitte) sind zwei involutorische Punktreihen zweiter Ordnung 
gegeben. Es sollen die beiden einander doppelt zugeordneten 
Punkte konstruiert werden. 

B. £inem Kreise (oder einem beliebigen andern Kegeschnitte) 
finden sich zwei involutorische Strahlenbüschel zweiter Ordnung um- 
geschrieben. Es sollen die beiden einander doppelt zugeordneten 
Strahlen konstruiert werden. 



■ 

B. Aufgaben zur Theorie der Kegelschnitte. 



ZI. Fundamentalkonstruktionen bei fünf 
gegebenen Punkten oder fünf gegebenen Tangenten 

eines Kegelschnitts. 

51. Gegeben fünf Punkte oder f^üif Tangenten eines Kegel- 
schnitts — oder; 

eine Tangente mit ihrem Berührungspunkte und drei andere 
Punkte oder drei andere Tangenten — oder: 

zwei Tangenten mit ihren Berührungspunkten und ein anderer 
Punkt oder eine andere Tangente. 

a. Es sollen beliebig viele Punkte und beliebig viele Tangen- 
ten des Kegelschnitts konstruiert werden. 

b. Durch jeden gegebenen Punkt des Kegelschnitts eine Tan- 
gente an denselben zu legen, und auf jeder gegebenen Tangente 
den Berührungspunkt zu bestimmen. 

c. Die beiden Punkte zu konstruieren, in denen eine beliebige^ 
Gerade den Kegelschnitt schneidet; und die beiden Tangenten zu 
konstruieren, welche sich aus einem gegebenen Punkte an den Kegel- 
schnitt ziehen lassen. 

Aufg. a und b. Erste Aufl. Darob die gegebenen Stücke 
finden sich zwei konforme FBr. oder SBb. bestimmt, als deren 
Erzeugnis der gesuchte KS. angesehen werden kann. — Zweite 
Aufl. Mittelst der Sätze von Pascal und Brianchon» 
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Aufg. c ist identisch mit Anfg. 15. 
Änm, Nach Lösnng dieser Aufgaben darf jeder Kegelschnitt als kon- 
struiert angesehen werden, sobald irgend fünf Punkte oder fünf Tangen- 
ten desselben konstruiert sind. 

52. Es sind fünf Punkte oder fünf Tangenten eines Kegel- 
schnitts gegeben. 

a. Die Polare eines beliebig in der Ebene gegebenen Punktes, 
und den Pol einer beliebigen Geraden zu konstruieren. 

b. Den Mittelpunkt des Kegelschnitts zu konstruieren. 

c. Die Axen zu konstruieren. 

d. Zwei konjugierte Durchmesser zu konstruieren, welche sich 
unter einem gegebenen Winkel schneiden. 

e. Die Asymptoten zu konstruieren. 

f. Die Brennpunkte und die Direktrizen zu konstruieren. 

Anm, Wie würden sich die Konstruktionen vereinfachen, wenn der 
gegebene Kegelschnitt vollständig ausgezeichnet vorläge? 



xn. Konstruktion eines Kegelschnitts aus fünf 
ungleichartigen Kurvenelementen *). 

53. Einen Kegelschnitt zu konstruieren, wenn -^ 

a. vier Punkte desselben und eine Tangente, odei* 

b. ein Punkt und vier Tangenten gegeben sind. 

Aufg. a. Man suche den Berührungspunkt der gegebenen 
Tangente zu konstruieren. Erste Aufl. Anwendung des Theorems 
von Desargues. — Zweite Aufl. Anwendung des Theorems von 
Carnot 

54. Einen Kegelschnitt zu konstruieren, zu dessen Bestimmung 

a. zwei Punkte und drei Tangenten, oder 

b. drei Punkte und zwei Tangenten gegeben sind. 

Aufg. b. Es seien A, B, C die gegebenen Punkte des KS., 
m und n die gegebenen Tangenten. 

Erste Aufl. Wir suchen auf m und n die Berührungspunkte 
X und Y zu bestimmen. Zu dem Ende betrachten wir X Y 
als ein eingeschriebenes Viereck, in welchem m und n zwei ein- 
ander gegenüberliegende Seiten darsteUen. Schneidet nun AB 
die Gerade m in ilf , die « in ^, so geht X Y durch einen 
Doppelpunkt der involutorischen Punktreihe, in welcher A und 
M beziehungsweise den Punkten B und N zugeordnet sind. 
Ebenso muss X Y durch einen von zwei , wie oben bestimmten 



*) Unter einem Kurvenelemente verstehen wir jeden beliebigen Punkt 
und jede beliebige Tangente der betrefl'enden krummen Linie. 
Seeger» nenere Geometrie. ]^^ 
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Punkten der Geraden A C geben. Folglich etc. (Vier Anflö- 
sungen.) 

Z>7eite Aufl. Wir konstruieren einen beliebigen die Geraden 
m und n berührenden Kreis, den wir für den Punkt mn als 
Centrum dem gesuchten KS. perspektivisch kollinear setzen 
dürfen. Verbinden wir nun A, B und C mit dem Schnittpunkt 
der Tangenten, und schneiden die Verbindungslinien den Kreis 
in den Punktpaaren ^'-4", jB'-B" und C C", so können wir das 
Dreieck ABC einem beliebigen der vier Breiecke 

A'B'C\ A'B"C', A"B'C*, A"B"C' 

homolog setzen. (Mau könnte auch -ABC einem der vier 
Dreiecke -ä"5"C", A!* B' C" etc. homolog setzen. Aber die 
hierdurch bestimmten KSs. würden mit den vier früheren iden- 
tisch sein.) 



xm. Polarkonstruktion des Eegelsclmitts. 

Es soll ein Kegelschnitt aus folgenden Bestimmnngsstücken 
konstruiert werden. 

55. Gegeben ein Pol mit seiner Polare, und ausserdem 

a. drei Punkte oder drei Tangenten des Kegelschnitts; 

b. zwei Punkte und eine Tangente, oder ein Punkt und zwei 
Tangenten. 

Verbindet man einen gegebenen Punkt mit dem gegebenen 
Pol, so kann man den Punkt konstruieren, in welchem die Ver- 
bindungslinie den gesuchten KS. zum zweiten Male schnei- 
det etc. 

56. Gegeben zwei Pole mit ihren Polaren, und ausserdem ein 
Punkt des Kegelschnitts oder eine Tangente. 

57. Gegeben ein Polardreieck, so wie ein Pol mit seiner Polare. 

58. Gegeben ein Polardreieck, so wie zwei auf einer Seite 
dieses Dreiecks befindliche konjugierte Punkte oder zwei durch eine 
Ecke desselben gehende konjugierte Gerade, und 

a. ein Punkt des Kegelschnitts oder 

b. eine Tangente desselben. 

59. Gegeben ein Polardreieck und 

a. zwei Punkte des KS., oder zwei Tangenten, 

b. ein Punkt und eine Tangente. 

60. Gegeben a. ein Paar konjugierter Punkte und vier Punkte 
des Kegelschnitts, oder b. ein Paar konjugierter Geraden und vier 
Tangenten. 
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Aufg. a. Es seien A und A' die gegebenen konjugierten 
Punkte ; H und K die Doppelpunkte der involutorischen FB., in 
welcher die Seiten des gegebenen eingeschriebenen Vierecks die 
Gerade AA' schneiden, X und Y die Punkte, in denen ^^' von 
dem gesuchten KB. geschnitten wird; so werden sowohl A und 
A*, als auch H und K durch X und . Y harmonisch getrennt. 



ZIV. Centralkonstniktion des Kegelschnitts. 

Es Bell ein Eegelscbnitt ans folgenden Bestimmungsstücken 
konstruiert werden. 

61. Gegeben der Mittelpunkt und 

a. drei Punkte des Kegelschnitts oder drei Tangenten, 

b. zwei Punkte und eine Tangente, oder ein Punkt und zwei 
Tangenten. 

62. Gegeben zwei konjugierte Durchmesser (als unbegrenzte 
gerade Linien) und 

a. zwei Punkte des Kegelschnitts oder zwei Tangenten, 

b. ein Punkt und eine Tangente. 

63. Gegeben zwei Paare konjugierter Durebmesser und a. ein 
Punkt des Kegelschnitts oder b. eine Tangente desselben. 

64. Gegeben ein Durchmesser als durch den Kegelschnitt 
begrenzte Strecke, der konjugierte Darcbmesser als unbegrenzte 
gerade Linie und a. ein Punkt des Kegelschnitts, oder b. eine Tan- 
gente desselben. 

65. Gegeben zwei konjugierte Durebmesser als durcb den 
Kegelscbnitt begrenzte Strecken. 

66« Gegeben ein perspektivisch ähnlicher Kegelscbnitt und 
a. drei Punkte, oder b. drei Tangenten des gesuchten Kegelschnitts. 

Man findet in beiden Fällen leicht den Mittelpunkt des 
gesuchten Kegelschnitts. 



XV. Fokalkonstruktion des Kegelsclinitts. 

Es soll ein Kegelscbnitt aus folgenden Bestimmungsstücken 
konstruiert werden. 

67. Gegeben a. die beiden Brennpunkte und eine Direktrix, 
oder b. ein Brennpunkt und beide Direktrizen. 

68. Gegeben die beiden Brennpunkte und a. ein Pnnkt des 
Kegelscbnitts, oder b. eine Tangente desselben. 

13* 
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69. Gegeben ein Brenpnnkt nebst seiner Direktrix, nnd a. ein 
Pankt des Kegelschnitts^ oder b. eine Tangente desselben. 

Aufg. b. kann auf die Weise gelöst werden, dass man um 
den gegebenen Brennpunkt einen Kreis beschreibt und diesen 
dem gesuchten KS. perspektivisch kollinear setzt. 

70. Gegeben ein Brennpunkt, die Hanptaxe (als unbegrenzte 
Gerade) nnd irgend zwei Kurvenelemente. 

Es sei^ der gegebene Brennpunkt. Man suche den zweiten 
Brennpunkt F' zu konstruieren. Ist A ein beliebiger Punkt 
des KS., a eine beliebige Tangente, so muss ein um F' mit der 
Hanptaxe beschriebener Kreis erstens, einen um A mit AF 
beschriebenen Kreis berühren, und zweitens durch denjenigen 
Punkt gehen, welcher dem Punkte F in Bezug auf a symme- 
trisch zugeordnet ist. 

Sind zwei Punkte des KS. gegeben , so kann man die Aufg. 
auch durch Konstruktion der Direktrix lösen. Man kennt näm- 
lich das Verhältnis der Entfernungen jener Punkt-e von der 
Direktrix, und das genügt, einen Fuiikt der letzteren zu kon- 
stiniieren. 

71. Gegeben ein Brennpunkt nnd irgend drei Kurvenelemente. 

Die bei der vorigen Aufg. benutzten Sätze führen auch hier 
zum Ziel. 

72. Gegeben eine Direktrix und a. drei Punkte des Kegel- 
schnitts, oder b. zwei Punkte und die Hanptaxe (als unbegrenzte 

Gerade). 

Man suche den der Direktrix zugehörigen Brennpunkt. 
Sind irgend zwei Punkte des KS. gegeben, so kennt man das 
Verhältnis ihrer Entfernungen von dem gesuchten Brennpunkte. 

'73. Gegeben beide Direktrizen, die Hanptaxe (als unbegrenzte 
gerade Linie) und a. ein Punkt des Kegelschnitts, oder b. eine Tan- 
gente desselben. 

Aufg. a. Wir suchen die beiden Brennpunkte F und F' zu 
konstruieren. Ist M der gegebene Punkt, so ermittelt man ohne 
Mühe das Verhältnis MF: MF', und kann dann leicht mittelst 
vorläufiger Konstruktion einer ähnlichen Figur zum Ziele ge- 
langen. 

. Aufg. b. Algebraisch. Man suche sich vier Gleichungen 
zwischen den beiden Axen des verlangten KS. und den auf diese 
Axen bezogenen Koordinaten des Berührungspunktes der ge- 
gebenen Tangente zu verschaffen. — Oder : Es seien F und F* 
die Brennpunkte des gesuchten KS. , A und A' die Punkte, in 
denen die gegebene Tangente die beiden Direktrizen schneidet, 
M der Schnittpunkt von AF und A'F', So v&t^ AM A' ein 
gleichschenkliges Dreieck, folglich M ein Punkt der Symmetrale 
von A und A\ Ist nun der durch die Aufgabe gegebene 
Mittelpunkt des KS., und bewegen sich zwei Punkte P und P 
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auf der gegebenen Axe so, dass immer 0P= OP^y so schneiden 
die Strahlenpaare AP und A' P' jene Symmetrale in zwei kon- 
formen Pnnktreihen, nnd der gesuchte Punkt M ist ein Doppel- 
punkt dieser beiden Beihen. (Einfachere Lösung?) 



XVI. Besondere Aufgaben für die einzelnen Kegel- 

sohnittsarten. 

74. Eine Ellipse mit Hülfe eines perspektivisch affinen Kreises 
zu konstruieren, wenn zwei konjugierte Durchmesser (als durch die 
Kurve begrenzte Strecken) gegeben sind. 

75. Ein Kreis wird auf die Weise transformiert, dass die auf 
einen Durchmesser als Abscissenaxe bezogenen vertikalen Ordinaten 
um den Fusspunkt in einem und demselben Sinne um einen Winkel 
von konstanter Grösse gedreht werden. Die vier SQheitel der ent- 
stehenden Ellipse zu konstruieren. 

76. Ein Kreis wird auf folgende Weise transformiert : alle einem 
Durchmesser^^ parallele Sehnen werden parallel mit diesem Durch- 
messer und unter Beibehaltung ihrer Entfernung von demselben so 
weit verschoben, dass ihre Halbierungspunkte nach der Verschiebung 
alle auf einem anderen gegen AB beliebig geneigten Kreisdurch- 
messer liegen. Es sollen die vier Scheitel der entstehenden Ellipse 
konstruiert werden. 

77. An eine Ellipse mit Hülfe eines über einer Axe derselben 
als Durcb messer errichteten Kreises von einem beliebigen Punkte 
aus eine Tangente zu ziehen. 

78. Einer gegebenen Ellipse ein Sechseck oder Achteck vom 
möglich grÖBsten Flächeninhalte einzuschreiben. 

79. Gegeben eine Ellipse und zwei beliebige Halbmesser der- 
selben (als unbegrenzte Halbstrahlen). Eine Tangente an die Kurve 
zu legen, welche mit jenen beiden Halbmessern ein Dreieck von ge- 
gebenem Flächeninhalte bildet. 

80. Eine Hyperbel zu konstruieren, zu deren Bestimmung 
folgende Stücke gegeben sind: 

a. beide Asymptoten und ein Punkt oder eine Tangente der 
Hyperbel ; 

b. eine Asymptote, der Mittelpunkt und irgend zwei Kurven- 
elemente ; 

c. eine Asymptote und irgend drei Kurvenelemente; 

d. die Richtungen der Asymptoten (d. h. zwei den letztern 
parallele Gerade) und irgend drei Kurvenelemente ^ 
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e. die Richtung einer Asymptote und irgend vier Kurven- 
elemente. 

Anm, Es sind dies nur spezielle Fälle früherer Aufgaben, insofern 
mit jeder Asymptote eine Taugente samt ihrem Berührungspunkte, und 
mit der Bichtung einer Asymptote ein (unendlich entfernter) Funkt der 
Kurve gegeben ist. Benutzt man aber die Eigenschaften der Asymptoten, 
so können manche dieser Aufgaben mit wesentlicher Vereinfachung der 
Konstruktionen auf eine besondere Art gelöst werden. 

81. Eine Parabel zu konstruieren, zu deren Bestimmung fol- 
gende Stücke gegeben sind: 

a. irgend vier Kurvenelemente;. 

b. ein Durchmesser (oder die Richtung der Axe), und irgend 
drei Knrvenelemente; 

0. der Brennpunkt und irgend zwei Kurvenelemente; 
d. die Direktrix und irgend zwei Kurvenelemente. 

Anm. Die gegebenen Stücke repräsentieren vier Bedingungen. Eine 
fünfte ist durch die Natur des Kegelschnitts gegeben, insofern jede Pa- 
rabel die unendlich entfernte Gerade zur Tangente hat. 



XVn. Fundamentalkonstruktionen bei zwei 
gegebenen Eegelsohnitten. 

82. Es sind zwei Kegelschnitte, jeder durch fünf Punkte oder 
fünf Tangenten gegeben, und es findet sich ein Kardinalpunkt oder 
eine Kardinallinie konstruiert. 

a. Die nicht gegebenen Ecken und Seiten des Kardinaldreiecks 
zu konstruieren. 

b. Die Chordalen und die Kontingenzpunkte zu konstruieren. 

83. Gegeben zwei Kegelschnitte und eine Chordale oder ein 
Kontingenzpunkt. 

a. Das Kardinaldreieck zu konstruieren. 

b. Die nicht gegebenen Chordalen und Kontingenzpunkte zu 
konstruieren. 

84. Gegeben zwei Kegelschnitte. Man soll einen dritten 
Kegelschnitt konstruieren, welcher 

a. durch die vier Schnittpunkte der gegebenen Kegelschnitte 
und ausserdem noch durch einen beliebig gegebenen Punkt M geht; 
oder 

b. die vier gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen 
Kegelschnitte und ausserdem noch eine beliebig gegebene Gerade m 
berührt. 
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Aufg. a. Legt man durch M eine beliebige Gerade, so kann 
man nach §. 74, 3 den Punkt konstruieren, in welchem diese 
den gesachten KS. zum zweiten Haie schneidet. 



XVnL Das eingeschriebene Viereck und 
das umgescliriebene Vierseit mit vier imaginären 

Ecken oder Seiten. 

85. Es sei ein beliebiger Kegelschnitt vorgelegt. Zu jedem 
demselben eingeschriebenen vollständigen Viereck mit zwei Paaren 
imaginärer Ecken gehören drei reelle Diagonalpunkte. In einem dieser 
Diagonalpunkte schneiden sich zwei reelle, in jedem der beiden 
andern zwei imaginäre Gegenseiten. Es sei eins dieser drei Seiten- 
paare a und a\ und damit also auch, in ihrem Schnittpunkte IT, 
einer der drei Diagonalpunkte gegeben. Es sollen 

a. die beiden andern Diagonalpunkte L und ilf, so wie 

b. die beiden in einem beliebigen der beiden Punkte L und M 
sich schneidenden Seiten 

konstruiert werden. — Reciproke Umbildung der Aufgabe; 

Auflösung, 1. Zunächst ist klar, dass L und M auf der dem Punkte 
K in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt zugeordneten Polare liegen. 
Schneidet diese den KS. in B und B\ die gegebenen beiden Viereck- 
seiten in C und C", so sind die beiden Punkte, welche sowohl B und J3', 
als auch C und C harmonisch trennen, die gesuchten Diagonalpunkte. 

2. Wir suchen jetzt die beiden Seiten zu konstruieren , welche bei- 
spielsweise in L sich schneiden. 

Sind a und a* die beiden reellen Seiten des Vierecks, so braucht 
man nur auf ein«r beliebigen dieser Seiten zu zweien Punkten D und E 
die ihnen in Bezug auf den gegebenen KS. konjugierten Punkte D' und 
E' zu konstruieren. Es stellen alsdann die beiden Strahlen, welche so- 
wohl LB und LD\ als auchXl:/ und LE* harmonisch trennen, die bei- 
den in L sich schneidenden, imaginären Vierecksseiten dar. 

3. Sind a und a' zwei imaginäre Gegenseiten des Vierecks, so ist 
die angegebene Konstruktion nicht ausführbar. Wir sehen, uns daher nach 
einer zweiten Lösung der Aufgabe um, welche auch noch in diesem Falle 
ihre Geltung behält. 

Das System der beiden Geraden a und a' kann als ein degenerierter 
Kegelschnitt aufgefasst werden. Konstruiert man nun irgend zwei Gerade, 
welche a und a' harmonisch trennen, so ist jeder Punkt der einen Geraden 
(in Bezug auf a und a') als der der andern Geraden zugeordnete Pol, 
und folglich als jedem Punkte dieser letztem konjugiert anzusehen. Es 
treten femer die Diagonalpunkte Ky L und M als die drei Kardinalpunkte 
des gegebenen Kegelschnitts und jenes degenerierten Kegelschnitts auf, und 
die gesuchten beiden Vierecksseiten sind nichts anderes als die beiden in 
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L sich schneidenden Chordalen dieser beiden Kegelschnitte. Daraus ergiebt 
sich die nachstehende Konstruktion. 

Es sei P ein beliebiger Funkt der Ebene, p seine Polare in Bezug 
auf a und a\ pf seine Polare in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt, 
$ der Schnittpunkt dieser beiden Polaren. So sind P und $ ein Paar 
doppelt konjugierter Punkte. ,Wir konstruieren auf dieselbe Weise ein 
zweites Paar doppelt konjugierter Punkte Q und O. Legen wir darauf 
durch It diejenigen beiden Geraden, welche sowohl üP und L$, als 
auch Ij Q und L C harmonisch trennen, so sind dieses die gesuchten beiden 
Yierecksseiten. 



XIX. Konstruktion eines Kreises, wenn unter 
dessen Bestimmungsstücken ein Paar imaginärer 

Kurvenelemente auftritt. 

86. Mit einem gegehenen Radius einep Kreis zu konstruieren, 
welcher 

a. durch zwei gegebene imaginäre Punkte geht, oder 

b. zwei gegebene imaginäre gerade Linien berührt. 

Aufg. a. Zunächst ist klar , dass der Mittelpunkt des ge- 
suchten Kreises auf der Symmetrale der gegebenen imaginären 
Punkte liegt, d. h. auf dem in ihrem Centrum auf der reellen 
Verbindungslinie errichteten Lote. Ist dann x die Entfernung 
des Mittelpunktes von jenem Centrum, r der gegebene Badius, 
m der Modul der gegebenen imaginären Funkte, so ist 

Aufg. b. Mit den beiden imaginären Q«raden sind auch 
ihre beiden Symmetralen gegeben, und es leuchtet ein, dass der 
Mittelpunkt des gesuchten Kreises auf einer dieser Symmetralen 
liegen muss. 

Wären die gegebenen Geraden reell, so würde es für jeden 
Wert des Badius r vier dieselben berührende Kreise geben, von 
deren Mittelpunkten zwei, in gleicher Entfernung vom Durch- 
schnittspunkt der beiden Geraden, auf der einen, zwei auf der 
andern Symmetrale liegen. Bezeichnet man den Winkel, den 
die Geraden mit der einen ihrer Symmetralen bilden, mit 9>, die 
Entfernung des Kreismittelpunktes vom Durchschnittspunkte mit 
X, so ist für die betreffende Symmetrale 

a;2 = r3 (1 -f cotg (p% 

für die zweite Symmetrale aber 

a;2 __ ^2 (1 _}_ fg ^2). 

Für zwei imaginäre Gerade tritt nun bloss die Änderung 
ein, dass cotg tp^ einen negativen Wert — «* hat. Man be- 
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kommt also in diesem Falle, wenn man x seine Bedeutung lässt, 
für die eine Symmetrale 

a;a = r» (1 — «»), 
für die andere 



-* = *-'0-i> 



Die einen Werte von x sind reell, die andern imaginär. Es 
giebt also zwei, aber auch nur zwei Kreise, welche der Aufgabe 
Genüge thun. Ihre Mittelpunkte liegen auf einer der beiden 
Symmetralen. 

87. Einen Kreis zu konstruieren, wenn 

a. zwei imaginäre Punkte desselben und der Pol ihrer Ver- 
bindungslinie; oder 

b. zwei imaginäre Tangenten und die Polare ihres Durch- 
schnittspunktes 

gegeben sind. 

Aufg. a. Es sei a der Träger der gegebenen imaginären 
Punkte, M ihr Centrum, m der Modul, A der Pol von a, — Wir 
konstruieren auf a die beiden konjugierten Punkte B imd C, 
welche symmetrisch zu M liegen (MB = MC = w), beschrei- 
ben über B C als Durchmesser einen Kreis und legen durch A 
eine Gerade parallel mit a. Ist dann D einer der Punkte, in 
denen diese Gerade den Kreis schneidet, so schneiden die Linien 
D B und D C eine durch A senkrecht auf a gezogene Gerade in 
den Endpunkten eines Durchmessers des gesuchten Kreises. Be- 
weis nach §. 43, 5. 

Aufg. b. kann leicht auf a. zurückgeführt werden. 

88. Einen Kreis zu konstruieren, welcher 

a. durch einen gegebenen reellen und zwei gegebene imagi- 
näre Punkte geht; oder 

b. eine gegebene reelle und zwei gegebene imaginäre gerade 
Linien berührt. 

Aufg. a. Erste Lösung. Es sei P der gegebene reelle Punkt, 
und a, wie vorhin, der reelle Träger der gegebenen imaginären 
Punkte. Wir suchen abermals die Endpunkte X und Y des auf 
a senkrecht stehenden Kreisdurchmessers. — PX und P Y stehen 
senkrecht auf einander und schneiden nach §. 43, 6 die Gerade a 
in zwei konjugierten Punkten. PX und PY sind also nichts 
anderes als die Normalstrahlen des involutorischen SB., den man 
erhält , wenn man P mit je zwei konjugierten Punkten der Ge- 
raden a verbindet. 

Zweite Lösung. Wir konstruieren einen beliebigen Kreis, 
der durch die gegebenen imaginären Punkte geht. So ist der 
Träger dieser letztem, a, die Potenzlinie dieses Hülfskreises und 
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deB gesuchten Kreises. Ist dann A ein beliebiger Punkt auf 
a, so ist die Potenz desselben in Bezug auf den gesuchten 
Kreis bekannt. Man kann also den Punkt konstruieren, in 
welchem die von A nach dem gegebenen Punkt P gezogene 
Gerade den gesuchten Kreis zum zweiten Male schneidet. 

Aufg. b. Wir konstruieren einen beliebigen Kreis, der die 
gegebenen imaginären Geraden berührt. Dieser ist für den 
Schnittpunkt der Geraden als Ähnlichkeitspunkt dem gesuchten 
Kreise perspektivisch ähnlich. Legt man also an den Hülfskreis 
eine Tangente || der gegebenen Tangente des gesuchten Kreises, 
und verbindet man den Berührungspunkt der erstem mit dem 
' Ähnlichkeitspunkte, so geht die Verbindungslinie auch durch den 
Berührungspunkt der gegebenen Tangente. (Zwei Aufl.). 

89. Einen Kreis zu konstruieren, welcher 

a. durch einen gegebenen Punkt geht und zwei gegebene ima- 
ginäre Gerade berührt, oder 

b. eine gegebene Gerade berührt und durch zwei gegebene 
imaginäre Punkte geht. 

Aufg. a. Wir konstruieren einen Hülfskreis, der die beiden 
gegebenen imaginären Geraden berühi*t und setzen diesen dem 
gesuchten Kreise perspektivisch ähnlich. 

Aufg. b. Wir konstruieren einen Hülfskreis, der durch die 
gegebenen imaginären Punkte geht und setzen diesen für den 
Träger der letztern als KoUineationsaxe dem gesuchten Kreise 
perspektivisch kollinear. Ist dann a die gegebene Tangente und 
schneidet diese die KoUineationsaxe m M, so wird eine aus M 
an den Hülfskreis gezogene Tangente a* mit a homolog sein. 
Um einen Kollineationsstrahl zu erhalten, braucht man nur 
durch den Berührungspunkt von a' eine Gerade zu legen, welche 
a und a* unter gleichen Winkeln schneidet. 



XX. Konstruktion eines Kegelschnitts aus fünf zum 
Teil imaginären Kurvenelementen. 

Es soll ein Kegelschnitt aus fünf Kurvenelementen konstruiert 
werden, wenn unter denselhen, wie folgt, ein oder zwei Paare ima- 
ginärer Elemente auftreten. 

90. Gegeben a. drei reelle und zwei imaginäre Punkte; oder 
drei reelle und zwei imaginäre Tangenten; 

b. ein reeller und vier imaginäre Punkte, oder eine reelle und 

vier imaginäre Tangenten. 

Diese vier Aufgaben sind bereits im Lehrbuch, §. 48, aus- 
führlich behandelt worden. 
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91. Gegeben a. drei reelle Punkte und zwei imaginäre Tan- 
genten, oder b. drei reelle Tangenten und zwei imaginäre Punkte. 

Aufg. a. Kann wie Aufg. 54 b. gelöst werden. Man kon- 
struiere einen Kreis, welcher die beiden gegebenen imaginären 
Geraden berühi't, und setze diesen dem gesuchten Kegelschnitte 
perspektivisch kollinear. 

92. Gegeben a. ein reeller Punkt, zwei imaginäre Punkte und 
zwei reelle Tangenten, oder 

b. eine reelle Tangente, zwei imaginäre Tangenten und zwei 
reelle Punkte. 

Aufg. a. Wir bezeichnen den gegebenen reellen Punkt mit 
3f, die beiden imaginären Punkte mit / und J\ die gegebenen 
Tangenten mit a und h. — Wir konstruieren irgend einen Kreis, 
der durch die imaginären Punkte J und J* geht, und setzen 
diesen dem gesuchten KS. perspektivisch kollinear. Es kommt 
darauf an, das Kollineationscentram zu bestimmen. 

Es werde die Kollineationsaxe JJ' von a in A^ von h in B 
geschnitten. Ziehen wir nun an den konstruierten Hülfskreis 
aus A eine Tangente a', aus B eine Tangente &', so dürfen wir 
a und h beziehungsweise den Geraden a* und h* homolog setzen. 
Wir erhalten also einen ersten Kollineationsstrahl, indem wir die 
beiden Schnittpunkte (ah) und (a*h') mit einander verbinden. 

Wir verbinden femer M mit dem Schnittpunkte (a h) , und 
den Punkt, in welchem die Verbindungslinie die Kollineationsaxe 
schneidet, mit dem Schnittpunkte (a'V), Ist dann M' einer der 
beiden Punkte, in welchem die 2uletzt gezogene Gerade den 
Kreis schneidet, so bilden M und M* ein zweites Paar homologer 
Punkte. Es ist also auch MM* ein zweiter Kollineationsstrahl. 

93. Gegeben a. ein reeller Punkt,* zwei reelle Tangenten und 
zwei imaginäre Tangenten; oder 

b. eine reelle Tangente, zwei reelle Punkte und zwei ima- 
ginäre Punkte. 

I 

Aufg. b. Die vier gegebenen Punkte bilden ein eingeschrie- 
benes vollständiges Viereck, von dem man die beiden reellen 
Seiten kennt. Auf das von diesen Seiten und der gegebenen ^ 
Tangente gebildete Dreieck wende man den Satz von Carnot an, 
und finde so den Berührungspunkt der Tangente. 

94. Gegeben a. ein reeller Punkt und zwei Paare imaginärer 
Tangenten; oder 

b. eine reelle Tangente und zwei Paare imaginärer Punkte. 

Aufg. b. Auf dieselbe Weise wie 93 b. zu lösen. 

95. Gegeben ein Paar imaginärer Punkte ein Paar ima- 
ginärer Tangenten, und a. ein reeller Punkt, oder b* eine reelle 
Tangente. 



204 Aufgaben zur Theorie der Kegelschnitte. 

Aafg. a. Es seien gegeben: der reelle Punkt Ä, die ima- 
ginären Punkte J und J' auf der reellen Geraden m , und die 
imaginären Geraden l und {' mit dem reellen Sclinittpunkt P. 

Wir konstruieren einen Kreis, der l und {' berührt, setzen 
denselben für den Punkt P als Kollineationsoentrum dem ge- 
suchten Kegelschnitte perspektivisch kollinear und zeigen, wie 
man zur Bestimmung der beiden Systeme aus den Bedingungen 
der Aufgabe ein Paar homologer Geraden und ein Paar homo- 
loger Punkte konstruieren kann. 

Denken wir uns P mit J und J' verbunden, so erhalten wir 
zwei imaginäre Gerade, die den Kreis in vier imaginären Punk- 
ten schneid%. Zu diesem Vierecke gehören zwei reelle Seiten, 
m und m'y die wir nach Aufg. 85 konstruieren können. Verbinden 
wir dann noch P mit A, und schneidet die Verbindungslinie den 
Kreis in Ä' und il", so kann man 

l. m mit w' oder w", und 2. Ä mit Ä' oder -1" 

homolog setzen. 



XXI. Konstruktion eines Kegelschnitts, 
welcher einen oder zwei gegebene Kegelschnitte 

doppelt berührt. 

96. A. Einen Kegelschnitt za konstruieren, welcher durch 
. zwei gegebene Punkte geht nnd einen gegebenen Kegelschnitt der- 
artig doppelt berührt, dass der Bertihrangspol auf einer gegebenen 
Geraden liegt. 

B. Einen Kegelschnitt zu konstruieren, der zwei gegebene 
gerade Linien berührt, und welcher zugleich einen gegebenen Kegel- 
schnitt derartig doppelt berührt, dass die Berührungssehne durch 
einen gegebenen Punkt geht. 

Aufg. A. Es seien Ä und B die gegebenen Funkte, k^ der 
gegebene Kegelschnitt. 

Erste Aufl. §. 70, 5. Zieht man aus ^ an k^ die beiden 
Tangenten a^ und a^^ aus B die Tangenten bi und &2} ^^o liegt 
der Berührungspol auf der Geraden a^ bi — a^ b^ oder auf der 

Geraden Oib^ — «s^i» 

Zweite Aufl. Es schneide AB den KS. A;^ in il' und B', 
und es seien D und D' die beiden Punkte, welche sgwohl 
A und B, als auch A' und B' harmonisch trennen. 8o muss 
die Berührungssehne durch einen der Funkte D und Z>' gehen, 
folglich der Berührungspol auf einer der diesen Funkten in Be- 
zug auf k^ zugeordneten Folaren liegen. 
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97. Einen Kegelschnitt zu konstmieren, welcher mit einem 
gegebenen Kegelschnitt eine Berührung 3. 0. eingeht und ausser- 
dem noch a. darch einen gegebenen Punkt geht, oder b. eine ge- 
gebene gerade Linie berührt.. 

Aufg. a. Pie Berührung dritter Ordnung kann als eine 
doppelte Berührung aufgefasst werden, hei welcher die Berüh- 
rungspunkte sich zu .einem einzigen Punkt vereinigt haben. 
Dieser Punkt repräsentiert dann den Berührungspol, und die 
durch denselben gelegte gemeinschaftliche Tangente die Berüh- 
rungssehne. 

Konstruiert man also, wie in 96 A„ Ai^. 2., die beiden Punkte 
J) und D\ und zieht man aus diesen Punkten Tangenten an 
den gegebenen KS., so darf der Berührungspunkt einer belie- 
bigen dieser vier Tangenten als der Berührungspunkt des ge- 
suchten und des gegebenen Kegelschnitts angesehen werden. 
(Vier Aufl.) 

98. Einen Kegelschnitt zu konstruieren, welcher einen ge- 
gebenen Kegelschnitt doppelt berührt und ausserdem noch a. durch 
drei gegebene Punkte geht, oder b. drei gegebene gerade Linien 
berührt. 

Aufg. a. Sind A, B, C die drei gegebenen Punkte, so be- 
stimmt man die beiden Punkte, in denen die Berührungssehne 
die Geraden AB und AC schneidet, ganz wie in Aufg. 96 A, 
Aufl. 2. 

99. Einen Kegelschnitt zu konstruieren, der einen gegebenen 
Kegelschnitt doppelt berührt und welcher ausserdem noch 

a. durch einen gegebenen Punkt geht und zwei gegebene ge- 
'rade Linien berührt, oder 

b. eine gegebene gerade Linie berührt und durch zwei ge- 
gebene Punkte geht. 

Betrachtet man die beiden gegebenen Geraden in a. oder die 
beiden gegebenen Punkte in b. als einen degenerierten Kegel- 
schnitt, so erscheinen diese beiden Aufgaben als specielle Fälle 
der zum Schluss noch zu besprechenden nachstehenden Boppel- 
aufgabe. 

100. Gegeben zwei Kegelschnitte mit ihren Chordalen. Einen 
dritten Kegelschnitt zu konstruieren, welcher jeden der beiden ge- 
gebenen Kegelschnitte doppelt berührt, und ausserdem noch 

a. durch einen gegebenen Punkt geht, oder 

b. eine gegebene gerade Linie berührt. 

Wir sohliessen um so lieber mit dieser Aufgabe , da dieselbe uns die 
Gelegenheit bietet , aus der nicht aufgenommenen schönen Theorie der 
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Kegelschnitte, welche zwei gegebene Kegelschnitte doppelt berühren, doch 
wenigstens einige der wichtigeren Lehrsätze mitzuteilen. 

Satz L Es sei ein Kegelschnitt d^ gegeben und ein beliebiger 
Punkt M. Es seien ferner durch M zwei beliebige Strahlenpaare ab 
und a( gelegt, und es werde der KS. von den Strahlen a und b bezie- 
hungsweise in den Punktpaaren AA' und BB', von a und b in den 
Punktpaaren %%' und SB^' geschnitten. 

Legt man nun durch die vier Punkte AA* BB* irgend einen KS. äj^, 
und durch %9('$SB' einen beliebigen KS. !^, so schneiden sich zwei 
Chordalen dieser beiden KSs. im Punkte M^ und dieses Ohordalenpaar be- 
findet sich mit den beiden Strahlenpaaren ah und ab in Livolution. 

Beweis. 1. itf ist ein Kardinalpunkt von k^ und 1^. Folg- 
lich schneiden sich in M zwei Chordalen. 

2. Wir denken uns durch M die beiden Strahlen x und y 
gelegt, welche sowohl a und &, als auch a und b harmonisch 
trennen. So sind x und y sowohl in Bezug auf d^ und Ä;^, 
als auch in Bezug auf d^ und 1^, die Träger zweier doppelt kon- 
jugierter Punktreihen. Folglich sind sie solches auch in Bezug 
auf k^ und 1^. Folglich trennen sie die in M sich schneidenden 
Chordalen dieser beiden KSs. harmonisch. (Wir gestatten uns 
was streng genommeft nur für den Fall reeller Geraden er- 
wiesen ist, dieses Mal ohne weiteres auch auf diejenigen Fälle 
zu übertragen, in denen die betreffenden beiden Geraden, x und y, 
imaginär werden.) 

Zttsatz L Wenn zwei Kegelschnitte k^ und f^ beide von einem 
Kegelschnitte d^ doppelt berührt werden, so schneiden sich die beiden Be- 
rührungssehnen in einem Kardinalpunkt von k^ und f^, und diese Berüh- 
rungssehnen trennen die diesem Kardinalpunkt zugehörigen beiden Chor- 
dalen von k^ und f^ harmonisch. 

Zusatz II. Umkehrung. Werden zwei zusammengehörige Chordalen 
zweier Kegelschnitte h^ und P durch zwei Gerade a und a harmoniscli' 
getrennt, und schneidet a den Kegelschnitt k^ in den Punkten A und A', 
a den KS. l^ in den Punkten % und %'j so giebt es immer einen KS. d^, 
welcher k^ ift A und A' und zugleich f^ in % und W berührt. 

Ziisatz III, Es gehört liiernach zu jedem der drei Kardinalpunkte 
zweier Kegelschnitte k^ und P ein besonderes System von Kegelschnitten, 
welche sowohl k^ als auch I^ doppelt berühren. 

Satz IL Es seien k^ und !^ zwei beliebige Kegelschnitte, P ein Kar- 
dinalpunkt derselben, l und V die diesem Kardinalptmkt zugehörigen 
beiden Chordalen. Es seien ferner a und h zwei beliebige durch P ge- 
legte Gerade, welche den KS. k^ in den Punktpaaren AA' und BB' 
schneiden mögen. 

Legt man nun durch P diejenigen beiden Strahlen o und b, welche 
beziehungsweise den Strahlen a und h in Bezug auf I und V harmonisch 
zugeordnet sind, und bezeichnet man die Punktpaare, in denen a und b 
den zweiten KS. !^ schneiden, mit ^%' und $$', so liegen die acht. 
Punkte AA'BB'^^'^"^* auf einem und demselben Kegelschnitte. 
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AuB der Yoraussetzang folgt, dass die drei Strahlenpaare IV, 
ab und ah sich, in Involution befinden. Daraus folgt wieder 
nach Satz I, dass ein durch die funfPunkte^ A'J^^'H gelegter 
Kegelschnitt auch durch die drei Funkte W^^' gehen muss. 

Zusatz L Sind dj und d} zwei demselben Kardinalpunkt P zweier 
Kegelschnitte k^ und !^ zugehörige Kegelschnijjte , welche jeden dieser 
beiden Kegelschnitte doppelt berühren, so bilden die acht Berührungs- 
punkte acht Punkte eines und desselben Kegelschnitts. 

Zusatz IL Bilden d^, d}, d} . . . das dem Kardinalpunkte P zu- 
gehörige System von Kegelschnitten, welche die KSs. k^ und !^ doppelt 
berühren, und legt man durch die vier Berührungspunkte eines beliebigen 
jener Kegelschnitte', d^, einen beliebigen Kegelschnitt c^, so geht dieser 
immer noch durch die vier Berührungspunkte eines andern Kegelschnitts 
des betreffenden Systems. 

Natürlich; denn sind ÄA', ^%' die vier Berührungspunkte 
des KS. df, so schneidet c^ jeden der KSs. k^ und !^ noch in 
zwei andern Punkten BB' und $$'. Nun giebt es einen, und 
nur einen unter den (2^- Kegelschnitten, welcher k in JB berührt. 
Ein durch ÄA'%%'B gelegter KS. muss also auch durch die 
drei übrigen Berührungspunkte jenes KS. gehen. Es können 
dieses also keine anderen Punkte sein als £^%^ 

Satz III, Es seien c^, c/, c* , . , die verschiedenen Kurven eines 
Kegelschnittbüschels, P ein Kardinalpunkt desselben, p die diesem Punkte 
zugeordnete Kardinallinie, endlich l und 1' die ihm zugehörigen Ohordalen 
(gegenüberliegende Seiten des Grundvierecks). 

Konstruiert man nun irgend einen Kegelschnitt k^y in Bezug auf 
welchen P xm^ p ebenfalls einander als Pol und Polare zugeordnet sind, 
so gehören zu k^ und einem jeden beliebigen KS. des Büschels zwei Chor- 
diden, die sich im Punkte P schneiden. 

Diese Chordalenpaare bilden einen involutorischen Strahlenbüschel , in 
welchem auch l und V als ein Paar zugeordneter Strahlen auftreten. 

Folgenmg aus Satz I. Es seien PAÄ' und PBB' die 
Ohordalen von k^ und c^; P%%' und P 93 93' die Ohordalen von 
k^ und einem beliebigen andern Kegelschnitte des Büschels, so 
sind P^W und P9393' zwei zugeordnete Strahlen desjenigen 
involutorischen SB., in welchem die Strahlen PAA' und l be- 
ziehungsweise den Strahlen PBB* und V zugeordnet sind. 
Die Doppelstrahlen jenes involutorischen Strahlenbüschels repräsen- 
tieren die Berührungssehnen derjenigen beiden in dem KSB. cj^ c/, c},., 
enthaltenen Kegelschnitte, welche den KS. k^ doppelt berühren. 

Satz IV, Es seien k^ und !^ zwei beliebige Kegelschnitte, P ein 
Kardinalpunkt derselben, { und V die dem Punkte P zugehörigen beiden 
Ohordalen. So giebt es, wie wir gesehen haben, ein System von Kegel- 
schnitten dfy d}, d* . . ., welche jeden der beiden KSs. k^ und 1^ doppelt 
berühren, und deren Berührungssehnen durch den Punkt P gehen. 

Heben wir nun aus diesem Kegeischnittsystem irgend zwei KSs. df 
und d^ heraus, und konstruieren wir zwei Kegelschnitte c^ und cfy von 
denen der entere durch die vier Berührungspunkte desKS. ä|^ der andere 
durch diejenigen des KS. d} geht, so gehören auch zu c* und c} zwei 
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Chordalen , welche sich in P schneiden , und diese werden durch l und l' 
harmonisch getrennt. 

Beweis. Die betreffenden acht Berührungspunkte liegen 
nach Satz n, Zus. I auf einem und demselben KS. e^. Die beiden 
Paare Beruhrungssehnen bilden also mit den durch P gehenden 
Chordalen der KSs. cf und c« nach Satz I drei in Involution 
befindliche Strahlenpaare. Jedes der beiden Paare Berührungs- 
sehnen wird aber nach Satz I, Zus. I durch l und V harmonisch 
getrennt. Diese Geraden l und {' sind also die Doppelstrahlen 
jenes involutorischen SB.; sie trennen folglich auch die beiden 
Chordalen harmonisch. 
Zusatz L Legt man durch eiden beliebigen festen Punkt Q der 
Ebene beliebig viele Kegelschnitte cf^ c/, Cg* . . ., von denen jeder 
durch die vier Berührungspunkte eines der Kegelschnitte d^, d^, d^ , . . 
geht, so haben jene c^ - Kegelschnitte ausser dem Punkte Q noch drei 
andere Z^unkte der Ebene mit einander gemein ; d. h. diese Kegelschnitte 
bilden einen Kegelschnittbüschel; und der Punkt P erscheint als einer 
der Kardinalpunkte dieses Büschels. 

Es sei e* ein beliebiger jener Kegelschnitte , und es werde 
derselbe von PQ zum zweiten Male in Q' geschnitten. Kon- 
struieren wir nun diejenige Gerade, welche dem Strahle PQQ' 
in Bezug auf l und V harmonisch zugeordnet ist, und schneidet 
diese Gerade den KS. cf in den Punkten B und 22', so sind 
QQ'MR* die vier Grundpunkte des Kegelschuittbüschels c^*, 

^8 1 ^a ... 

Zusatz IL Hieraus, und ans dem Satze HI folgt endlich : Ein jeder 
KS. des KSB* c*, c/, Cg* . . . schneidet einen beliebigen der beiden Kegel- 
schnitte k^ und !i', z. B. den ersteren in zwei Punkten AA', welche die 
Berührungspunkte eines der Kegelschnitte d*, <?/, d^ » . . bilden, und 
ausserdem noch in zwei andern Punkten BB'^ welche die Berührungs- 
punkte eines andern dieser d^ . Kegelschnitte darstellen. Es gehören mit- 
hin zu k^ und einem jeden der KSs. c*, Cg*, Cg* . . . zwei Chordalen 
PAA' und PBB'. Diese Chordaleupaare bilden einen involutorischen 
Strahlenbüschel, in welchem auch l und 2' als zwei einander zugeordnete 
Strahlen auftreten. Die Doppelstrahlen dieses involutorischen Strahlen- 
hüschels aber bilden die Berührungssehnen des KS. k^ und derjenigen 
beiden c^ -Kegelschnitte, welche durch den Punkt Q gehen, und die Kegel- 
schnitte k^ und t^ doppelt berühren. 

Auflösung der Aufgabe, Nach den angeführten Sätzen ist es nun- 
mehr leicht, die Berührungssehne des in unserer Aufgabe gesuchten 
Kegelschnitts und des gegebenen Kegelschnitts k^ zu konstruieren. 

Ist Q der gegebene Punkt, P ein Kardinalpunkt der gegebenen 
Kegelschnitte, IV das diesem Kardinalpunkt zugehörige Chordalenpaar, 
so konstruieren wir zunächst die Gerade PB, welche der Geraden PQ in 
Bezug auf l und V harmonisch zugeordnet ist. 

Wir konstruieren darauf einen der c^ - Kegelschnitte, d. h. wir zeich- 
nen irgend zwei Gerade PAA' und P%%\ welche l und {' harmonisch 
trennen, und denken uns durch P und die beiden Punktpaare AA' und 
^^', in denen diese Geraden die KSs. k^ und {^ schneiden, einen 
Kegelschnitt e^ gelegt. Wir bestimmen jetzt die beiden Punkte B und 
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JB', in denen der KS. e^ den KS. k^ zum dritten und vierten Male 
schneidet. Sind dann 8 und ^ die beiden Geraden, welche sowohl PQ 
und PM, als auch PAA' und PBB^ harmonisch trennen, so kann man 
nach Beliehen $ oder s' als die Berührungssehne des gesuchten KS. und 
dies gegebenen KS. k^ ansehen. Im ersten Falle ist s\ im zweiten 8 die 
Berührungssehne des gesuchten KS. und des andern gegebenen Kegel- 
schnitts (2. 

Es giebt hiernach zwei dem Kardinalpunkte P zugehörige Kegel- 
schnitte, welche den Bedingungen der Aufgabe Genüge thun. Da aber 
die für P angegebenen Konstruktionen ebenso auch für jeden der beiden 
andern Kardinalpunkte ausgeführt werden können, so hat die Aufgabe im 
allgemeinen sech. Auflösungen. 
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Affin, affine Systeme 25. 
Afißnitätsaxe 25, 7. 
Affinitätsstrahl 25, 7. 
Anharmonische Funktion 49, 1. 
Anharmonisches Verhältnis 1. 
Asymptote 22, 3. 
Aussenseite, äusserer Punkt eines 

KS. 23, 4. 
Axen des KS. 44, 5. 

Berührung 1. (2., 3.) O. 69. 
Berührungspol, -sehne, 70. 
Bikonfokal 52, 7. 
Brennpunkt 52, 1. 
Brennsehne 52, 7. 
Brennstrahl 52, 7. 
Brennweite 52, 7. 

Centrum zweier Punkte A u. B = 
Halhierungspunkt der Strecke ^J3. 
Chordale. 61. 

Cirkularer SB. 12, 1, Anm. 
Cirkulares Polarsystem 34. 

Degeneration eines KS., degenerier- 
ter KS. 42. 

Diagonale, Diagonallinie eines toU- 
ständigen Yierseits, Einl. lY. 

Diagonalpunkt eines vollständigen 
Vierecks, Einl. IV. 

Direkt perspektivische Lage 20, 2. 

Direktrix eines KS. 52, 7. 

Direktrix eines Polarsysiems 33, 3. 

Doppelpunkte 10, 3. 

Doppelstrahlen 10, 8. 

Doppelt homologe Elemente, Einl* 

xvn. 



Doppelt konjugierte Eleman^ 62. 
Doppelt reciprok verwandte Ele- 
mente 29, 4. 
Durchmesser eines KS. 44« 

Ebenes Grundgebilde, Einl. XIV. 
Ebenes System, Einl. XVI. 
Ecke eines vollst. n-Seits, Einl. III. 
Eckenreihe eines vollst. n-Seits, 

Einl. XIV. 
Eigentliche Chordale 61, 1. 
Eigentlicher Kontingenzpunkt 61, 2. 
Einfaches n-Eck oder n-Seit, Einl. 

n. 

Einhüllen, Einl. I. 
Ellipse 23. 
Elliptische PB. 11. 
Elliptischer SB. 12. 
Entgegengesetzt perspektiv. Lage 

20, 2. ' 
Entsprechend gemeinsame Elemente, 

Einl. XVII. 
Evolute des KS. 80. 
Excentricität eines KS. 52, 7. 
Exponent eines Punktes in Bezug 

auf zwei andere Punkte, Einl. 

Vm. ; auf zwei Gerade, Einl. X. 
Exponent eines Strahles in Bezug 

auf zwei Halbstrahlen , Einl. IX. ; 

auf zwei Punkte, Einl. X. 

Fixpunkte, Einl. VHI. 
Fixschenkel, fixe Halbstrahlen, Einl. 

IX. 
Fokus = Brennpunkt. 
Folgen , auf einander folgende ElO" 

mente, Einl, XV, 
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Gegenaxe des invol. €.21. 
Gegenaxen kollinearer Ss. 18. 
Gegenecken eines vollst. Vierseits, 

EinL IV. 
Gegenpnnkt der invol. PB. 11. 
Gegenpunkte konformer PBr. 9. 
Gegenpunkte reciproker Ss. 28. 
Gegenseiten eines vollst. Vierecks, 

Einl. IV. 
Gleichartige Lage einer Chordale, 

eines Kontingenzp. 61, 6. 
Gleichlaufende PEr. 10. 
Gleichlaufende SBb. 10. 
Gleichseitige Hyperbel 58. 
Grosse Axe einer Ellipse 53, 3. 
Grundlinie des Situationsdreiecks 

30 u. 51, 3. 
Grundlinien, Grundvierseit einer KSS. 

73. 
Grundpunkte , Grundviereck eines 

KSB. 73. 

Halbaxe eines KS. 44, 15. 

Halbmesser eines KS. 44, 15. 

Halbstrahlenwinkeliraum , Einl. VII, 
Anm. 3. 

Harmonisch trennen , harmonisch 
zugeordnet 4. 

Harmonische Elemente 4, eines KS. 
49. 

Harmonischer KS. , harmonisches 
Viereck oder Vierseit 49. 

Hauptaxe eines KS. 52 6. 

Hauptparameter einer Parabel 59, 6. 

Hauptpunkt = Doppelpunkt. 

Homolog, Einl. XVII. 

nomothetisch = perspektivisch ähn- 
lich. 

Hyperbel 23. 

Hyperbolische PB. 11. 

Hyperbolischer SB. 12. 

Imaginäre gerade Linien oder Strah- 
len, i;inl. xin. 
Imaginäre Punkte, Einl. XII. 
Imaginäre Strecke, Einl. XII. 
Innenseite, innerer TPunkt eines KS. 

23, 4. 
Involution, eine Invol. bildend, in 

Invol. befindlich 13. 
Involution eines KS. 50. 
Involutionsaxe 21. 
Involutionscentrum 21. 
Involutorische Lage konformer 

Grund gebilde 11; koUinearer Ss. 

21, 2; affiner Ss. 25, 8; reciproker 

Ss. 31. 
Involutorische PB. 1 1 , invol. PB. 

2. 0. 49. 



Involutorischer SB. 12, invoL SB. 

2. O. 49. 
Involutorisches Dreieck oder Dreiseit 

15. 
Involutorisches System 21. 

Kardinaldreieck, -linie, «punkt 35. 
Kegelschnitt 23. 
Kegelschnittbüschel 73. 
Kegelschnittschar 73. 
Elleine Axe einer Ellipse 53, 3. 
KoUineare Figuren 16. u. 22. 
Kollineare Systeme 17. 
KoUineationsaxe , -centrum, -strahl 

20. 
Konzentrische SBb., Einl. XIV. 
Konfokale KSs. 52, 7. 
Konform, Konformität 3 u. 5. 
Konjektivische PBr., Einl. XIV. 
Konjugierte Elemente eines KS. 43, 

eines Polars 32. 
Konjugierte Normalen 52, 3. 
Kontin genzpunkt 61, 2. 
Korrespondenz zwischen einem Chor- 

dalenpaare u. einem Paare Kon- 

tingenzpunkte 61, 5. 
Krümmung 79. 
Krtimmungshalbmesser,-kreis,-mittel- 

punkt 79. 
Kurvenelement, Seite 193. 

Leitlinie eines KS. = Direktrix. 
Lineare Excentricität 52, 7. 

Mittelpunkt eines KS. 44 , eines 

Polarsystems 31, 3. 
Modul einer imaginären Strecke, 

eines Paares imaginärer Punkte, 

Einl. Xn. 
Modulus der Affinität 25, 7; der 

KoUineation 20, 2. 

Nebenaxe eines KS. 52, 6. 
Negative Bichtung, Einl. VI. 
Negativer Sinn einer Drehung, Einl. 

VII. 
Normale 78. 

Normalrichtungen affiner Ss. 25 , 5. 
Normalstrahlen konformer SBb. 9, 5 ; 

eines invol. SB. 12. 
Numerische Excentricität 52, 7. 

Ordnungskurve eines Polars = Di- 
rektrix. 

Ordnungspunkt = Doppelpunkt. 

Oskulation , Oskulationspunkt , os- 
kulieren 69. 

Parabel 23. 

Parabolische PB. 11, 3, Anm. 
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ParallelstrahlenbÜBchel, Einl. XIV. 

Parameter einer Parabel 59, 6. 

Perspektivische Dreiecke 6, 5^ 

Perspektivische Lage kollinearer 
Systeme 20, konformer Grund- 
gebilde 6. 

Pol und Polare 31, 3 u. 43. 

Polardreieck 31, 3. 

Polarsystem 31. 

Positive Bichtung, Einl. VI. 

Positiver Sinn einer Drehung, Einl. 

vn. 

Potenz eines Punktes, Einl. XII, 
eines Strahles, Einl. Xm. 

Potenz konformer PBr. 9, 2; kon- 
former SBb. 9, 6; einer invol. PB. 
11, 2. 

Potenzialität zweier KSs. 72, 5. 

Projektionsaxe, -centrum 6. 

Projektionspunkt, -strahl 5. 

Projektivisches Sechseck oderSechs- 
seit 8. 

Punktreihe, Einl. XIV. 

Punktreihe zweiter Ordnung 49. 

Badius vector 52, 7. 
Beciproke Figuren, reciproke Sy- 
steme 26 u. 27. 
Beciproke Sätze, reciproke Umbil- 
dung eines Satzes XVin. 

Schein einer PB., Einl. XIV. 

Scheitel eines K8. = Schnittp. des ES. 
und einer Axe ; eines SB., Einl. XIV. 

Schiefe Kollineation des KS. 51. 

Schiefe Lage konformer Grund- 
gebilde 7. 

Schnitt eines SB. XIV. 



Seite eines vollst. n-Ecks, Einl. HE. 

Seitehbüschel eines vollst. n-Ecks, 
Einl. XIV. 

Situationsdreieck kollinearer Ss. 24; 
reciproker Ss. 30. 

Spitze des Situationsdreiecks 30 u. 
51, 3. 

Strahlenbüschel, Einl. XIV. 

Strahlenbüschel zweiter Or dnun g 49. 

Strahlen Winkelraum, Einl. VII, An- 
merkung 3. 

Supplementäre Halbstrahlen, Einl. 
VU. 

Träger einer PB., Einl. XIV. 
Trennen, von einander getrennte 
Elemente, Einl. XV. 

Umbildung einer Figur, Einl. XVLI. 
Uneigentliche Ghordale 61, 1. 
Uneigentlicher Kontingenzpunkt 

61, 2. 
Ungleichartige Lage einer Chordale, 

eines Kontingenzp. 61, 6. 
Ungleichlaufende PBr. 10. 
Ungleichlaufende SBb. 10. 

Vektor 52, 7. 

Vollständiges n-Eck oder n-Seit, 
Einl. m. 

Zuordnung , einander zugeordnete 
Elemente 11, 12 u. 21; als Pol 
und Polare 31, 3. 

Zusammengehörige Centra konju- 
gierter Normalen 52, 4. 

Zusammengehörige Ghordalen oder 
Kontingenzpunkte 61, 5. 



Abkürzungen. 



KS. Kegelschnitt (Plural: ESs.). 

KSB. Kegelschnittbüschel. 

KSS. Kegelschnittschar. 

O. Ordnung (1. 0. = erster Ordnung, etc.). 

PB. Punktreihe. 

S. System. 

SB. Strahlenbüschel. 

'/\ Zeichen der Konformität (auch der Kollineation). 

f Zeichen der Perpendikularität. 



Literarische Notiz. 



Verzeichnis derjenigen Mathematiker, nach denen, als nach ihren 
Urhebern, einzelne Sätze der neueren Geometrie benannt zu werden pfle- 
gen; nebst Angabe der betreffenden Schriften: 

PapptM (IV. Jahrh. n. Chr.). CoUectiones mathematicae, a Frederioo 

Commandinoin latinum conversae. Pisa, 1588. — Satz §. 39. 
Desarffues {\b93 bis 1662). Brouillonprojet d'uneatteinteaux 6v6ne- 

mens des rencontres du c6ne avec un plan. 1639 (Verlorene 

Schrift). — Satz §. 38. 
Pascal (1623 bis 1662). Essai pour les coniques 1640. — Satz §. 23,8. 
Eine andere bedeutende Schrift über die Kegelschnitte aus dem 
XVII. Jahrh. ist: 

De Lahire, Trait6 des seCtions coniques. 1685. 
Newton (1643 bis 1727). Enumeratio linearum tertii ordiuis 1706. — 

Satz §. 36, 2. 
Madaurin (1698 bis 1746). De linearum geometricarum proprietati- 

bus generalibus tractatus. — Geometria organica, 1720. — 

Abhandl. in den „Fhilosophical Transactions" y. J. 1735. — 

Satz §. 36, 3. 
•Braikenridge. Ezercitatio geometrica de descriptione linearum cur- 

varum. 1733. — Abh. in den „Philosophical Transactions" 

V. J. 1735. — Satz §. 36, 3. 
Brtanchon {geh, 17 Sb), Memoire sur les lignes du second ordre. Paris, 

1817. -— Satz §. 23, 8. 
Carnot (1753 bis 1823). S. unten. — Satz §. 40. 

Verzeichnis derjenigen Schriften, welche bei der Ausarbeitung dieses 
Lehrbuches vorzugsweise benutzt worden sind: 

Paulus. Grundlinien der neueren ebenen Geometrie. Stuttgart, 1853. 
Gretscheh Lehrbuch zur Einführung in die organische Geometrie. 

Leipzig, 1868. 
Staudigh Lehrbuch der neueren Geomeü'ie. Wien, 1870. 
Chßsles. Trait^ de g6om6trie sup^rieure. Paris, 1852. — Trait^ des 

sections coniques, faisant suite au Trait^ de g^om. sup. 

1" Partie. Paris, 1865. 
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Schröter. Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projektivische 
Eigenschaften. Auf Grand von Universitätsvorträgen und 
mit Benutzung hinterlassener Manijskripte Jacob Steiner^s 
bearbeitet. 2. Aftfl. Leipzig, 1876. 

Zu weiteren Studien dürften ausser den eben angefahrten Werken 
von Chaales und Schröter zunächst zu empfehlen sein: 

Pfaff, Neuere Geometrie. Erlangen, 1867. 

Heye, Die Geometrie der Lage. Vorträge. 2, Aufl. 'Hannover, 1877. 

Zu den in der ersten Hälfte dieses Jahrhunderts erschienenen Wer- 
ken, welche in der Geschichte der neueren Geometrie einen hervorragenden 
Platz einnehmen, gehören: 

Monge, Trait^ de g^om^trie descriptive, 1813. (l^'^d. an m.) 

Camot. De la corr^lation des figures de g^m^trie, 1801. — G^o- 
m^trie de position, 1803. — Essai sur la th^orie des trans- 
versales, 1806. 

Poncelet. TnitA des propri^t^s projectives des figures, 1822. 

MÖhiUS. Der baryzentrische Oalcul. Ein neues Hülfsmittel zur ana- 
lytischen Behandlung der Geometrie, 1827. 

Steiner, Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geometrischer 
Gestalten von einander. 1. Theil. Berlin, 1832. 

V, Stattdt, Geometrie der Lage. Nürnberg, 1847. 

Chasles, Apercu historique sur Torigineet le d^veloppement des m^tho- 
des en g^m^trie, particuU^rement de celles qui se rapportent 
ä la G4om^trie moderne. Bruzelles, 1837 und Paris, 1875. 

Der zahlreichen in mathematischen Zeitschriften erschienenen Arbei- 
ten, welche sich um die Ausbildung der neueren Geometrie verdient 
gemacht haben, kann hier nicht gedacht werden. 



Berichtigungen. 



Seite 146, Zeile 15 v. u. Statt „Berährunspankte K und L'^ ist zu lesen: 
„Berührungspunkte L und M**. 

Seite 147, ZeUe 2 y. o. Statt „projektivisch" ist zu lesen: „perspektivisch" 

Seite 159, Zeüe 4 v. u. Statt „S^" ist zu lesen: „(SS)". 
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